Cap.l. Elemente de teoria multimilor

1.1. Notiuni de logica matematica

,,Filozofia matematicii se intreba astizi nu ce este matematica, ci ce ar trebui
sa fie, cum ar trebui construitd pentru a se elimina complet acele lucruri admise ca
atare, fara teoretizari, pe baza de intuitie, de bun simt am zice, si a se obtine un
sistem pur logic. Se pune problema eliminarii complete a cuvintelor si transformarii
fiecarui text matematic, inclusiv a logicii insasi, intr-o succesiune de simboluri’.

In matematica, pastrand aceasta rigoare vom spune ca nici o propozitie

nu poate fi in acelasi timp adevarata si falsa.

Acest subcapitol vizeaza 1in principiu urmatoarele obiective

operationale:

*» Sa se identifice cu usurintd daca un enunt este sau nu o
propozitie;

% Sa se formuleze enunturi care sunt propozitii i enunturi care
nu sunt propozitii;

¢ Sa se formuleze negatia unei propozitii date;

¢ Sa se formuleze conjunctia a doua propozitii date;

% Sa se formuleze disjunctia a doua propozitii date;

e

% Sa se formuleze implicatia a doud propozitii date;

¢ Sa se formuleze echivalenta doua propozitii date;

! Eugen Rusu



1.1.1. Propozitia

Definitie: Un enunt despre care stim ca este adevarat sau fals, insa nu §i
una §i alta simultan, se numeste propozitie.

Vom nota propozitiile cu litere mici ale alfabetului latin, sub forma:
P1,...,pn SaU P,q,1,s,; a,b,c,...
Oricarei propozitii i se asociazd o valoare de adevar: ea este adevaratd si
atunci spunem ca are valoarea de adevar 1, sau este falsa si atunci spunem ca
are valoarea de adevar 0.
Exemple de propozitii:
,Romania este tard membra a Uniunii Europene”
,,2 este numar prim”
Primele doud propozitii au valoarea de adevar 1. Vom specifica ca
propozitiile interogative sau exclamative ale limbii nu sunt propozitii in
logica. Totodata definitiile, nu sunt propozitii, astfel ,,un numar intreg de
forma 2k+1 se numeste numar impar” nu este o propozitie, in timp ce ,,orice

numar impar nu este divizibil cu 2” este o propozitie.

1.1.2. Operatori logici

Acest subcapitol vizeaza 1in principiu urmatoarele obiective
operationale:
% Sa se recunoasca formule ale calculului propozitional si sa se
formuleze exemple;
% Sa se demonstreze pe baza tablelor de adevar, echivalenta a doua
formule ale calculului propozitional;
Cu ajutorul operatorilor logici, din una sau doud propozitii date se pot
forma noi propozitii a cdror valoare de adevar depinde numai de valoarea de

adevar a propozitiilor date. Calculele se vor face in niste tabele, astfel: in

stdnga punem valorile de adevar posibile ale propozitiilor date iar in dreapta,



valoarea de adevar a propozitiei nou alcatuite. Cei mai utilizati operatori
logici sunt: negatia (—); conjunctia (/\); disjunctia (V'); implicatia (—);
echivalenta («).

Negatia unei propozitii p este propozitia ,,non p” sau ,,nu este adevarat ca p”
si se noteaza —p.

Propozitia —p este adevaratd daca si numai dacad propozitia p este falsa.
Pentru a urmari valoarea de adevar a propozitiei —p consideram urmatorul

tabel:

Exemplu. Propozitia g="nu este adevarat ca 3 divide 9” care coincide cu ,,3
nu divide 9” este negatia propozitiei p="3 divide 9”. Propozitia p este
adevdrata si propozitia g=-p este adevarata.

Conjunctia propozitiilor p si q este propozitia ,,p si q” care se noteaza p /\ Q.
Propozitia p /\ q este adevarata daca si numai daca ambele propozitii p si q

sunt adevarate. Tabelul de adevar al conjunctiei este deci:

P 1a |pPA
g
1|11
110 |0
0110
0100




Exemplu. Propozitia: ,,5 este numar prim si 4 este numar impar” este o
propozitie falsa fiind conjunctia a doua propozitii ,,5 este numar prim” si ,,4
este numar impar”, prima fiind adevarata si a doua falsa.

Disjunctia propozitiilor p si q este propozitia ,,p sau q” care se noteaza p V.
q. Propozitia pV q este falsa daca si numai daca ambele propozitii p si q
sunt false. Tabelul de adevar al disjunctiei este deci:

P |a |[pVq

1
0
1
0

= R N N

1
1
0
0

Exemplu. Propozitia: ,,5 este numar prim sau 4 este numar impar” este o
propozitie adevarata fiind disjunctia a doua propozitii ,,5 este numar prim” si

,4 este numar impar”, dintre care una este adevarata.

Implicatia propozitiilor p si q este propozitia ,,p implicd q” care se noteaza p
— q, si se citeste din ,,p rezultd q”. Propozitia p—q se intalneste si ca
implicatia de sursa p si capat q. Ea este falsd dacd si numai daca sursa este o
propozitie adevarata, iar capatul o propozitie falsa.

Tabelul de adevar al implicatiei este deci:

P (4 |P—q
1 (1 |1
1 (0 |0
0 |1 |1




0 |0 |1

Exemplu. Propozitia: ,,5 este numar prim atunci 4 este numar impar” este o
propozitie falsa fiind o implicatie a carei sursa este o propozitie adevarata in

timp ce capatul este o propozitie falsa.

Observatie. Daca propozitia p—q este adevarata scriem p = q $i spunem ca
q este o consecinta logica a lui p.

De exemplu, avem ,,4 divide 6” =3 este numar prim”, dar nu este adevarat
ca ,,2 este numdr prim” =3 este numar par”.

Echivalenta propozitiilor p si q este propozitia ,,p echivalent cu q” care se
noteazd p < q, si se citeste ,,p daca si numai daca q”. Propozitia p <> q este
o propozitie adevaratd dacd si numai daca propozitiile p si q au aceeasi
valoare de adevar. Tabelul de adevar al echivalentei este:

P 1d [ P<q

1 |1 |1
1 |0 (O
0 |1 |0
0 |0 |1

Exemplu. Propozitia: ,,3 | 5 daca si numai daca 7 | 8” este o propozitie

adevarata fiind echivalenta a doua propozitii false.

Observatie. Daca propozitia p«>q este adevarata scriem p<>q $i spunem

ca propozitiile p si q sunt echivalente logic.

1.1.3. Predicate

Acest subcapitol are in vedere urmatoarele obiective operationale:

% Sa se recunoasca si sa se formuleze predicate (unare si binare);
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Folosind unul sau doua predicate date sa se determine cu ajutorul
negatiei, conjunctiei, disjunctiei, implicatiei si echivalentei alte

predicate;

X/
°e

Sa se utilizeze cuantificatorul universal si cuantificatorul existential;
% Si se determine valoarea de adevar a propozitiilor (V x) p(x) si (IX)

p(x) asociate predicatului unar;

X/
°e

Sa se enunte reguli de negatie a propozitiilor (V X) p(X) si (3 X) p(x)
si sd se aplice aceste reguli pe exemple diverse. (valabil si pentru

predicate binare).

Definitie: Un predicat este un enunt care depinde de una sau mai multe

variabile si care are proprictatea ca pentru anumite valori ale variabilelor

devine o propozitie. Un predicat care depinde de n variabile se numeste

predicat de ordin n; pentru n=1, 2, 3 avem predicate unare, binare si

respectiv ternare.

Exemple. Fie predicatul binar p(x,y)="x divide y”. Pentru x=2 si y=6 se

obtine propozitia adevarata ,,2 | 6”, iar pentru x=5 i y=6 se obtine propozitia

falsa ,,5 | 6” etc. Sa consideram doua predicate unare p(x) si q(x). Cu ajutorul

operatorilor logici putem construi si alte predicate unare, anume: —p(X), p(X)

A\Q(x), p(x) V' q(x), p(x) —q(x),

p(x) < q(x).

De exemplu, predicatul p(x) V' q(x) este acel predicat z(x) care, pentru

fiecare valoare a variabilei x coincide cu propozitia p(x) V q(X).
Cuantificatorul existential (3)

Fiind dat predicatul unar p(x), unde x desemneaza un element oarecare din

multimea E, putem formula enuntul: ,,exista cel putin un x din E astfel Tncat

p(x) sa fie adevarata” si care se scrie cu simboluri: ,,(3X) p(x)”.



Deci acest enunt este o proporzitie, care este adevarata cand exista
cel putin un element X,din E, astfel incdt propozitia p(X,) este adevarata si
este falsa cand nu exista nici un element x, din E astfel incat p(x,) sa fie
adevarata.

Exemple:

1. Fie predicatul p(x): ”x+2=0", unde X desemneaza un numar intreg.
Propozitia ,,(3x)(x+2=0)" este adevaratd deoarece pentru X,=-2
propozitia p(-2):”-2+2=0", este adevarati.

2. Fie predicatul p(x): ”x*+1=0”, unde x desemneazi un numar real.

Propozitia ,,(3X)( x*+1=0)" este falsi deoarece nu existd nici un

numar real X, astfel incat si avem x; +1=0.

Cuantificatorul universal (V)

Fiind dat predicatul unar p(x), unde x desemneaza un element oarecare
din multimea E, putem formula enuntul:
,oricare ar fi x din E are loc p(x)”, si care se scrie cu simboluri: ,,(V
X) p(x)”.
Deci acest enunt este o propozitie care este adevarata daca pentru

orice element x,din E, p(x,) este adevarata i este falsa in cazul cand exista

cel putin un X, din E pentru care p(x,) este falsa.

Exemple:
1. Fie predicatul p(x): ”x+3=0", unde X desemneazd un numar intreg.
Propozitia ,,(V x)(x+3=0)" este falsa deoarece, de exemplu, pentru

X, =4, propozitia p(4):"4+3=0" este falsa.



2. Fie predicatul p(x):”x*+1>0”, unde X desemneazi un numir real.

Propozitia ,,(V X)(x°+1>0)" este adevarati deoarece pentru orice

numir real X, avem ,,x? +1>0” este o propozitie adevirati.

Regulile de negatie pentru propozitiile de tip universal-existential asociate
predicatelor binare se obtin din regulile de negatie pentru predicatele unare.
De exemplu: = ((Vy) (3x) p(xy)) < (3y)(- (3x) p(x.y)) < (Fy) (VX)
)(= p(x.y)).

Definitie. O formuld a calculului propozitional se numeste lege, tautologie
sau formuld identic adevarati, daca orice valoare de adevar ar avea
variabilele propozitionale care intrd In componenta sa, valoarea de adevar a
propozitiei obtinute este 1.

Pentru a demonstra ca o anumita formula a calculului propozitional este o
tautologie, atribuim variabilelor propozitionale care intrd Tn compunerea ei
valori de adevar in toate modurile posibile si calculim de fiecare data, pe
baza tabelelor de adevar ale operatorilor logici, valoarea de adevar a
formulei; daca de fiecare data valoarea de adevar obtinuta este 1, inseamna

ca formula respectiva este o tautologie.

Astfel avem:
p|-p |pV-p
1/ 0 1
0 1 1




Cea mai mare parte a definitiilor din matematica sunt predicate care se
construiesc cu ajutorul altor predicate deja definite. Astfel, daca x si y sunt
numere intregi, predicatul ,,x | y” este echivalent prin definitie cu predicatul (
3z) (y=2zx) si scriem x | y< (32) (y=2x).

Alt exemplu, daca x si y sunt numere naturale avem definitia:

,,X este numar prim” < (x>1) /A (Vy) (y | x=(y=1) V (y=x).

1.1.4. Exercitii si probleme

1. Sase verifice urmatoarele tautologii:

a) p < p (legea de reflexivitate);

b) PAP—p;

c) PV p — p (legile de idempotentd);
d) —p <> p (legea dublei negatii);

e) (p=q < (@ep);

) (p—q) < (q—"p);

9) (p < q) < (p=q);

h) (p < q) « (p—9) A (a—p);

) pPA(—9 —q;
D e N(@er)—por);

K) (—p—9q) /A (p——q) —p;

) -(pVq—(Ep/A-0);

m) = (p/A\Ag — (pV Q)

n) (p—1) A (q—1) —=(pV q—1)
Observatie.

Legile calculului propozitional si in special cele date mai sus ca exercifiu
sunt importante deoarece pe baza lor se fac rationamente logice si deci

demonstratiile in matematica.



2. Folosind tabele de adevar, sa se verifice:

PVa=qVp;

PAq=q/Ap;

(PVa) Vr=pV @Vr)
(PAQ) Ar=pA(qAT);
p——q="(p/\Q);
“p—q=pVQ;

(p—9) —q=p Vg

PVp=p;

pP/\p=p;
P/Aq=-p(pV -0);

PV q==(p/A-q)
PVEAAD=pEVa APV,
PACAVD=PAQ V (pAT);

3. Sa se arate ca urmatoarele formule sunt tautologii (sau identic
adevarate):

a) - (pV q) —(p/A-a);

b) =(pA\q — (-pV -q);

) (PA(P—q) —q;

d) (9 A (p—9) —p;

e) (=a/\(p—q) —p;

) (p—ad) A—=(1— ) —q;

9 (p—a) N(g—1) —(p—1);

h) (PV (PAQ) < p;

) APV <p;
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)
k)

4. Sa se determine valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii:
(3x) (x+6+x=0) unde x desemneaza un numar intreg;
(3x) (x+5=0) unde x desemneaza un numar natural;
(Ax) ( | x+6 | + | x-6 | =0) unde x desemneaza un numar intreg;
(Ix) ( | X | + | X | =0) unde x desemneaza un numar intreg;

(3x) ( | x+7 | + | x-6 | =0) unde x desemneaza un numar intreg;
(V x)( X*+1>0) unde x desemneazi un numar intreg;

(Vx)( X i -1>0) unde x desemneaza un numar intreg;

(Y x)( X = 0) unde x desemneazd un numar intreg;

(V%) (Yy) ( X*4 y220) unde x ,y desemneaza numere intregi;

(%) (3y) ( X4 y2=0) unde x ,y desemneazi numere intregi;

(3x) (Fy) (x-y =0) unde x ,y desemneazi numere naturale.

5. Sa se afle valoarea de adevar (valoarea logicd) a urmatoarelor

propozitii:

(IxeN) (x+1=0);
m) (IxEN) (x3+x=0);
n)(VXEN) (x+220).

6. Fie predicatul p(x): 36 se divide prin x” unde x desemneaza numere
naturale. Sa se determine valorile de adevar pentru propozitiile: p(2),
P(3), p(4), p(5), p(6), p(7), P(8).

7. Fie predicatul p(x,y): ,,x<y” unde x ,y desemneazad numere intregi.

Sa se determine valorile de adevar pentru propozitiile: p(1,2), p(4,3),
p(_113)1p(_41'5)1 p(34112)1 p('31'1),

11



m) Sa se determine valorile de adevar ale propozitiilor:
(Vx) (Vy) p(x.y), (¥ x) (3y) p(x.y),
(Vy) (3x) p(x.y), (3x) (Fy) p(x.y).

12



1.2. Multimi (teorie si aplicatii)

Notiunile de: multime si relatia de a fi element al unei multimi fac
parte din categoria acelor obiecte matematice care nu se pot defini (sunt
notiuni primare ale unei teorii matematice).

In limbajul matematic, aceastd notiune se refera la un ansamblu de
obiecte diferite si precis specificate.

Matematicianul german Georg Cantor, pdrintele teoriei multimilor,
vorbea despre multime ca fiind ,,0 colectie de obiecte bine determinate si

distincte, ale intuitiei sau gandirii noastre, intr-un singur tot”.

In acest subcapitol se urmaresc urmatoarele obiective operationale:

% Sa se dea exemple de mulfimi;

¢ Sa se recunoasca dacd doud multimi finite sunt sau nu egale;

¢ Sa se precizeze daca o multime data este inclusa intr-o multime si sa
se dea exemple de submulfimi ale multimii considerate;

¢ Sa se demonstreze egalitatea a doud multimi pe baza incluziunii;

¢ Sa se determine elementele multimii partilor unei mulfimi cu n
elemente.

¢ Sa se defineasca operatiile cu multimi in termeni logici;

s Sa se efectueze operatii cu multimi;

% Sa se cunoasca proprietdtile reuniunii §i intersectiei:comutativitatea,

asociativitatea, distributivitatea etc.

¢ Sa se cunosca formulele lui De Morgan.
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1.2.1. Notiunea de multime: element, apartenenta, proprietati

Multimile vor fi notate, in general, cu litere mari din alfabetul latin: A,
M, X etc, iar partile componente ale acestora vor fi numite elemente ale
multimilor si vor fi notate in general cu litere mici din alfabetul latin: a, m, x
etc.

Cuvéntul ,,element” va insemna fie obiectul a carui apartenenta la

multime se examineaza, fie simbolul acelui obiect.
Din punctul de vedere al modului in care este data o mulfime, distingem
doua cazuri:

a) Multimi date prin evidentierea unei proprietati pe care o au toate

elementele mulfimii respective si pe care o au toate obiectele (elementele):

A=multimea copiilor dintr-o sala;

B=multimea studentilor din Romania;

C=multimea literelor din alfabetul grec;

D=multimea punctelor de pe o dreapta (o infinitate de punte);
F=multimea atomilor din Univers (o infinitate de particule);
G=multimea punctelor comune ale unui cerc cu o dreaptd data,

tangenta la acel cerc (un punct);

Fig. 1.1.

H=multimea numerelor prime §i pare mai mari strict decat 2;

[=multimea punctelor comune a doua drepte paralele (nici un punct);

b) Prin enumerarea elementelor componente (simbolurile lor fiind
scrise ntr-o acolada):

M={0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9}, multimea cifrelor arabe;
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P={0, 2, 4, ..., 398, 400} multimea primelor numere pare mai mici ca
400;

T={a,, a,, .., a,}, multimea formata din n elemente notate cu

simbolurile a , a,, ..., a,.
Observatii: In scrierea unei multimi, elementele fiind distincte, un element
se trece o singura datd. Spre exemplu, scrierea {a, b, a} nu este corecta, caci
elementul a este trecut de doua ori.
= o mulfime poate avea un numar nesfarsit (o infinitate) de elemente
(A, B, C, M, P, V, T), un singur element (G) sau nici un element (H,
1);
* mulfimea care nu contine nici un element se numeste multime vida si

se noteaza ,,d”.

¢ Relatia de apartenenta
Pentru a stabili relatii intre elemente si mulfimi introducem un simbol
de legatura folosit in teoria multimilor.
Daca ,,elementul a apartine multimii A”, acesta se scrie: ,,a€ A”.

Daca ,,elementul a nu apartine multimii A”, acesta se scrie: ,,ag A”.
b

Exemple:
3eM 400eP
50¢ M 1000¢ P

Un punct poate si apartini unei drepte sau si nu apartini ei. In
matematica se utilizeaza cel mai adesea urmatoarele multimi:
Multimi de numere:
»  Multimea numerelor naturale:
N={0,1,2,3,..,n,n+l, .}
= Multimea numerelor naturale fara zero:

N*:{l, 2, 3, veny n, },
15



Multimea numerelor pare:

N, ={0, 2, 4,6, ..., 2k, ..}={2k | ke N}
= Multimea numerelor impare:

Ny ={1, 3,5, ..., 2k+1, .. }={2k+1 | ke N}
*  Multimea numerelor intregi (Z):
z={..,n,..-3,-2-10123, ..,n,..}

»  Multimea numerelor rationale (Q):
Q= {%/ae ZbeZbz o}

Definitie. Numarul rational este acel numar care se poate scrie sub
forma a/b, a si b fiind numere intregi, iar b diferit de zero (pentru ca
impartirea prin zero este imposibild). Multimea numerelor irationale (notata
cu I=R\Q:

Definitie. Numim numar irational (pozitiv sau negativ) un numar
care poate fi reprezentat cu ajutorul unui numar zecimal cu un numar infinit

de zecimale, care nu se succed periodic.

Exemple: +/2=1,4142...; ¥/3=1,73...; 7=3,1415926...

Multimea numerelor reale (notata cu R):

Definitie. Prin numar real intelegem un numadr care apartine fie
multimii numerelor rationale, fie mulfimii numerelor irationale, deci

multimea numerelor reale este:

R={x|xeQsauxe}=Q\U 1
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Numerele reale pot fi reprezentate pe o dreaptd numita axa numerelor reale,
astfel incat fiecarui punct de pe axa ii corespunde un numar real si reciproc,
fiecarui numar real ii corespunde un punct pe axa.

O multime de numere reale, ca de exemplu {xeR | 0<x<1} se va
mai nota [0,1] si va fi numita interval inchis de numere reale; pe acest
segment din axa numerelor reale se pot reprezenta o infinitate de numere
reale corespunzatoare punctelor segmentului, incepand cu zero si terminand
cu 1. Notatia (0,1) insemna interval deschis si va cuprinde toate numerele

reale dintre 0 si 1, cu exceptia acestora.

1.2.2.Relatia de incluziune, egalitate intre multimi

Relatia de incluziune

Daca orice element x al unei multimi A este si element al altei
multimi E, atunci spunem ca mulfimea A este o submultime (sau o0 parte) a

multimii E, ceea ce se scrie:

ACE

si se citeste ,,multimea A este inclusa (continuta) in multimea E”.
Folosind scrierea cu simboluri, daca A este o submultime inclusa sau

egala cu E, avem:

ACE< (V x)(xe ADXEE)

(A'inclus Tn E este echivalent cu oricare ar fi x apartinand lui A, rezulta ca x
apartine lui E). Daca propozitia ACE nu este adevarata, adicd ,,mulfimea A

nu este inclusa in multimea A”, scriem A ¢ E, deci
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AZE< " (AcE< Ix(xeAN\xgE

Exemple:

s Daca A= {1, 2,5, 6} si E={1,2,3,4,5,6,7, 8,9} atunci avem A c
E.

1. Referindu-ne la multimile de numere N, Z, Q, R, intre ele avem
relatiile de incluziune:

NcZcQcRsau N, cN; N, ,,cN;IcR

2. Daca vom considera douad intervale de numere reale

A=[3,6] si B=[2, 9], se observa usor pe axa numerelor reale ca A =B (vezi
fig. 1.5).

¥

o
N
— 1w
e o]
©

Fig. 1.5

3. Multimea literelor care alcatuiesc un cuvant este o
submultime a mulfimii literelor care alcatuiesc intregul alfabet.

4. Multimea studentilor dintr-un an al unei sectii dintr-0 facultate este o
submultime a multimii tuturor studentilor din acea facultate, iar multimea
studentilor din acea facultate este o submulfime a multimii tuturor
studentilor din acea universitate.

Procedeul de reprezentare a multimilor si a submultimilor prin puncte

interioare unor curbe se numeste ,,diagrama Euler-Venn”.
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Relatia de incluziune are urmatoarele proprietati:

v este reflexiva, adica A CA;

v’ este antisimetricd, adicd daca AcB ABcA=A=B;

v’ este tranzitiva, adici daci AcB ABcC=AcC.
Putem spune ca un predicat unar p(x) ,,defineste” o multime dacd multimea
A este descrisa de acele elemente x, astfel incat predicatul xe A sa fie

echivalent cu predicatul dat p(x): xe A< p(x)

Putem scrie deci:

A={x|p(x)}

adica ”A este mulfimea acelor elemente x pentru care are loc p(x)”. Astfel
predicatul X # x defineste o multime
O={x | X#X }

care se numeste multimea vida sau ,,multimea care nu are nici un element”.

Egalitatea multimilor

Doud multimi A si B sunt egale atunci cand sunt formate din aceleasi
elemente.

Aceasta inseamna ca toate elementele mulfimii A aparfin si multimii
B (A cB) si toate elementele multimii B apartin si multimii A (BcA), deci

VOm scrie:

A=E<> (AcB /\ BCA)

Exemple:
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1. A={1,3,5,7,9}
B=Multimea primelor numere impare, pana la 10.
Evident avem A=B pentru ca B={1, 3, 5, 7, 9}.
Doua multimi egale sunt echivalente, dar doud multimi echivalente

nu sunt neaparat egale.

1.2.3. Operatii cu multimi

Fie doua submultimi A si B ale aceleasi multimi E, numita multime
totala sau multime de referinta. Cu ajutorul acestora vom defini operatiile cu
multimi: reuniunea, intersectia si diferenta.

Precizam ca operatiile cu multimi se vor referii atat la multimi finite,

cat si la multimi infinite.

Reuniunea multimilor

Sa consideram o noud submultime a lui E formatd din elementele care
apartin cel putin uneia dintre cele doud submultimi. Submultimea astfel
obtinuta se noteaza cu A U B si se citeste ,,multimea A reunitd cu multimea
B”, iar operatia indicatd prin semnul ,,U” se numeste reuniune. Folosind

scrierea cu simboluri:

AUE={x|xe AV xe€B}

Multimile A si B au si elemente comune. In acest caz la reuniune ludm toate
elementele comune §i necomune celor doua multimi, fiecare element cdte o

singura data.

2. M={m, n, p}
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P={rs}
MuUP={m,n, p,r, s}
Daca multimile M si P nu au elemente comune se zice ca sunt
disjuncte.
In acest caz, numaul de elemente din multimea reuniune este egal cu
suma elementelor din multmile reunite.
3. X={2,3,6,8, 9}
Y={5, 8, 9}
XuY={2,5,6,8,9}=X

4. Folosind notiunea de interval (inchis sau deschis), ca submultime de
numere reale, avem:
C=[5, 12]
D=[3, 9]
CuD=[3,12]
5.V=[1, 4]
S=[6, 11]
VuS=[1, 4] ul6, 11]
6. Referindu-ne la multimile de numere N, ,N, .., Q, I, R avem: Q
ul=R, N, U N, . =N
Generalizare:
Evident in cazul in care avem A, A, A;, . .. A, A, mulfimi
acestea se pot reuni dupa aceeasi regula ca pentru doua multmi:
AUAUAU...UA UA=X|xeAVxeA ..V

xe A}

Intersectia multimilor
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Vom considera o noua submultime a lui E formata din elementele
care aparfin §i multimii A si multimii B. Submultimea astfel obtinuta va fi
notati AN B si se va citi ,,multimea A intersectatd cu mulfimea B”, iar
operatia indicata prin semnul ,, " va fi numita intersectie. Folosind scrierea

cu simboluri:

AN B={x|xeA /A xeB}

Reludam exemplele de mulfimi cu care am operat la reuniune.

1. AnB={1,2,5,6}n{1, 3,4,5,9}={1, 5}

Deci la intersectie vom lua toate elementele comune celor doud
mulfimi fiecare cdte o singura datd.

2. AnB={m, n, p}n{r, s}=0

3. XNY={2,5,6, 8,9} {5, 8, 9}={5, 8, 9}=Y (fig. 1.14)

4. CnD=[5, 12] n[3, 9]=[5, 9]

5.V S=[1, 4] N[6, 11]= @
YcX=>XnY=Y

L
Fig 1.14
6. Referindu-ne la multimile remarcabile Q, | R, avem :

RNQ=Q; RN I=l, 1" Q=0

Generalizare:
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Se pot intersecta si trei sau mai multe mulfimi, dupa aceeasi regula de

intersectie ca pentru doua mulfimi:

ANANA.NA NA=x]|xe AAXxe AN €A}

Proprietati principale ale reuniunii §i intersectiei multimilor:
> Asociativitatea:
VA B,CcE=AuU (BUC)=(AuB) UC,
AN (BNC)=(AnB) nC
» Comutativitatea:
VA BcE=AUB=BUA
ANnB=BnA
» ldempotenta:
VACE=AUA=A
ANA=A
» Element neutru multimea vida:
VACE=AUO=A
» Distributivitatea reuniunii fatd de intersectie:
VABCcE=AUBNC)=(AuB)n (AUC)
» Distributivitatea intersectiei fata de reuniune:
VABCcE=AN(BUC)=(AnB)U (AnC)
» Daca A, BcE si AcB, atunci:
AU B=B;
ANB=A
Demonstratiile sunt simple, spre exemplu pentru a arata
Au (BuC)=(AuB) uC, procedam in felul urmator:

Notam Au (BuUC)=M si (AuB) wC=N, atunci avem de
demonstrat:
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McN
M=N<s
NcM

Fie x un element arbitrar din M, adica:

xeM=AuU(BUC) =>xeAsauxeBuUC;

- dacaxe A=>xeAuUB, deci xe (AuB)UC=N;

- dacaixeBuUC=xeB sauxeC;

- dacaxeB=xe AUB, deci xe (AuUB)uUC=N;

- dacaxeC=xe(AuB)uUC=N.

Deci VxeM=xeN, ceea ce inseamna ca M=N. Fie acum y un
element arbitrar din N, adica:

yeN=(AuB)uUC=yeAuBsauyeC;

- dacayeAuB=yeAsauyeB;

- dacayeA=yeAu(BUC)=M;

- dacayeB=yeBuUC, deciye Au(BuC)=M;

- dacayeC=yeBuUC, deciyeAu(BuC)=M.

Deci VyeN=yeM, ceea ce inseamna ca Nc M.

Din relatiile Mc N si N M = M=N.
% Diferenta a doua multimi

Fie submultimea lui E formata numai din acele elemente care apar{in
lui A, dar care nu apartin lui B. Submultimea astfel obtinuta va fi notata A-B
sau A\B si se va citi ,,A minus B”, iar operatia indicata prin unul din semnele
de mai sus se numeste diferenta.

Utilizand scrierea simbolica avem:

A-B={x|xe A /\ x¢ B}
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Referindu-ne la multimile Q, I, R, avem:
R-Q=I si R-1=Q.

s Complementara unei multimi in raport cu o alta mulfime

Un caz particular al diferentei a doud mulfimi A si B este acela cand
B este o submultime a lui A. Deci, putem considera multimea de referinta E
si o submultime A a ei, apoi submultimea care cuprinde toate elementele lui
E, in afara de cele care apartin lui A. Submultimea astfel obtinuta va fi notata
C: A si se va citi ,,complementara lui A in raport cu E” sau, daca nu exista
pericolul unor confuzii, se va nota CA si se va citi la fel. Aceasta se exprima

simbolic asfel:

Exemple: C, A=E-A={x|x€E /\ x&A}

1. E={a,b,c, d, e f}, A={a,c, d, f}
Intr-adevar AcE, deci: C. A=E-A={a, b}
2. A=[1, 10], B=[4, 7]; C.A=A-B=[1, 4) U (7, 10].

Proprietdti principale in legaturd cu complementara unei mulfimi in

raport cu multimea totala (de referinga).
1.CE=0 2. CO=E

3. AUCA=E
4. ANCA=0
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5. C(AnB)=(CA)u(CB) (formulele lui De Morgan)
C(AuB)=(CA)N(CB)

% Produs cartezian
Produsul cartezian a douda multimi A si B, nu neaparat submultimi
ale aceleiasi multimi, luate n aceastad ordine, notat AxB, reprezintd multimea
perechilor (cuplurilor) ordonate de forma (X, y), in care xe A, iar ye B.

Folosind notatia simbolica avem:

AxB={(x, y)|xe A/\ yeB}.

Observatii:

= Doua cupluri (x, y) si (x’, y’) sunt egale daca si numai dacd x=x’ si
y=y'.

= Notiunea de cuplu este diferita de cea de multime cu doua elemente.
La multime avem {x, y}={y, x}, pe cand, in general, la cupluri {x, y}
#{y, x} (egalitatea are loc numai cand x=y). De aceea, in general,
produsul cartezian nu este comutativ: AXB = BxA.

= Lamultimea {x, y} se presupune x # Y, dar la cuplul

(X, y) nu se exclude x=y.

Exemple:
1. A={1, 2,3},
B={a, b};
AxB={(1, a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)}.
BxA={(a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)}.
Se observa ca AxB # BxA, caci, de exemplu

(1, a)e AxB, dar (1, a) ¢ BXA.
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2. A={a, b, c};
AxA={(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b, ¢), (c, a), (c, b), (c,
c)}.
Generalizare:
Analog se defineste si produsul cartezian a trei sau mai multe multimi: A X

AX XA (X, Xy, X)X e AL X, e Ay X € AL

% Multimea partilor unei multimi

Consideram multimea T={a, b, c} si formam toate submulfimile
posibile ale lui T, cu cate un element, cu cate doua elemente si cu cate trei
elemente, obtinand astfel mulfimea submultimilor lui T: {{a}, {b}, {c}, {a,
b}, {b, c}, {a c}, {a b, c}}

Pentru a putea aplica operatiile de reuniune, intersectie si diferenta
tuturor elementelor acestei multimi introducem un eclement in aceasta
multime de submultimi: .
Definitie. Spunem ca multimea submultimilor lui E, la care se adauga
multimea vida @, formeaza mulfimea partilor Ui E si se va nota: P(T)={ d,
{a}, {b}, {c}, {a b}, {b, c} {a, c} {a, b, c}}.
Deci, putem face operatii de genul:

{a, b} u{b,c}={a b,c}
{a} n{a b}={a}, Cr({a b})={c}, {a} n{b}= 4,
{b} N B=0, Ci({a, b, c})=9, {c} v F={c}.

Evident, plecand de la un exemplu de multimi finite, cu trei elemente,
se poate generaliza pentru orice multime finitd cu n elemente. Se observa ca
numirul de elemente ale lui P(T) cand card(T)=3 este 8= 2°. Datoritd
multimii vide @ introduse n P(T), se poate construi o algebra a partilor unei

multimi, numita ,,algebra booleana”.
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1.2.4. Relatii binare si functii

Tn acest subcapitol sunt prezentate urmatoarele notiuni:

X/
L X4

X/
L X4

X/
L X4

Relatii binare

Relatii de echivalenta

Relatii de ordine

Notiunea de aplicatie (functie)
Aplicatii injective, surjective §i bijective
Numere cardinale

Corespondenta biunivoca intre doua multimi

Relatii binare

Fie A si B doud multimi. O submultime R < AxB a produsului
cartezian AxB se numeste relatie intre elementele lui A si
elementele lui B. Pentru o pereche ordonatd (a,b) € AXB,

putem avea (a,b) eR
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caz in care scriem aRb si citim ,,a este in relatie R cu b”, sau avem (a,b) ¢R,

in care caz citim ,,a nu este in relatie R cu b”. Deci xRy < (X,y) €R si

R={(x,y) € AxB | xRy}.

Tn cazul particular cand A=B, o relatie R AXA se numeste relatie intre
elementele lui A, sau mai simplu relatie pe A.
Fie R multimea numerelor reale. Exemple de relatii pe multimea R:

o R{(xy) eR*|[I<x<2Al<y< 4

e G={(xy) € R® |y= x+ 2}, de unde

XGy < y= x+ 2.

Definitie. Fie A, B, C trei multimi; consideram relatiile R < AxB si S < BxC.
Relatia

SoR={(x,z) € AxC | 3y((x,y) eR A(y,2) €S)}
Intre elementele lui A si elementele lui C se numeste compunerea relatiilor R
siS.
Exemple.
Fie A={1, 2}, B={1, 2, 3};

R={(1, 1), (1, 2), (2,1), (2, 3)} < AxB

si S={(1, 1), (1, 3), (2, 1), (2,2),(3,2),(3,3) } < BxB.
Avem
SoR={(1, 1), (1, 3), (1, 2), (2, 1), (2, 3), (2, 2) }= AxB i S-S={(1, 1), (1,
3),(1,2),(1,3), (2, 1), (2,3),(3,1), (3,2) }= BxB.
Proprietati ale relatiilor:

e Asociativitatea compunerii relatiilor. Fie A, B, C, D patru multimi;

consideram relatiile Rc AxB si ScBxC, T < CxD. Atunci
T o (SeR)=(ToS) °R
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e Fie A, B doua multimi. Pentru orice relatie R < AxB, avem
Rol1lp=1g oB=R
Definitie. Fie R — AxB o relatie intre elementele multimii A si elementele
multimii B. Relatia
R ={(y,x) € BxA | xRy} c BXA
intre elementele lui B si elementele lui A se numeste inversa relatiei R.
Avem yR!x < xRy.
Exemple. Fie A={1, 2}, B={1, 2, 3};
R={(1, 1), (1, 2), (2, 2), (2, 3)} = AxB. Atunci
R ={(1, 1), (2,1), (2, 2), (3, 2)} = BXA.

Relatii de echivalenta

Fie R o relatie pe multimea A, adicd o submultime a produsului

cartezian AXA. R se numeste

e relatie reflexiva dacd X € A= XRX

e simetricd daca xRy = yRX

e tranzitivd daci xRy /\yRz = xRz.
Relatia R se numeste relatie de echivalenta daca este reflexiva, simetrica si
tranzitiva. Fie A o multime. O familie {A;}ie| de submultimi ale lui A se
numeste partitie a lui A daca satisface urmatoarele conditii: ie |l = A; = O,

Az A= Ain A=0, U A=A el
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Propozitie. Fie R o relatie de echivalentd pe multimea A. Daca, pentru
fiecare element x e A, definim Ry={y A | xRy}

Atunci familia A/R={ Ry | x€ A } de submultimi ale lui A este o partitie a
lui A, numita mulfime cat (factor) a lui A prin R.

Exemplu. Relatia de egalitate. Evident relatia de egalitate 1o < AXA este 0
relatie de echivalentd pe A in care orice clasd de echivalentd modulo 14 are
un unic reprezentant si A/la ={ { x } | xeA } este multimea tuturor

submultimilor cu un singur element al lui A.

Relatii de ordine

Definitie. Fie R o relatie pe multimea A. Relatia se numeste antisimetrica
daca: XRyAyRx=x=y. O relatie care este reflexiva, antisimetrica si
tranzitiva se numeste relatie de ordine.

Exemple. 1. Relatia ,,<” pe multimea numerelor naturale, precum si pe orice
submulfime A a mul{imii numerelor naturale. Dacd, de exemplu A={l,
2Yatunci { (1, 1), (1, 2) }< AXA. 2. Relatia de divizibilitate ,, | " x | y <= (3
k)(y=kx). Daca A={ 2, 3, 4, 6 }, atunci{ (2, 2), (2, 4), (3, 3), (3, 6), (4, 4), (6,
6) } < AXA.

Notiunea de aplicatie (functie)

Definitie. Fiind date multimi A si B si R o relatie intre elementele lui
A si elementele lui B. Spunem ca R este o aplicatie sau o functie

definita pe A cu valori in B daca sunt satisfacute urmatoarele conditii:
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-xEA=(Ty)(xRy),
-XRy/\ xRy’ =y=y’
Propozitie. Fie Rc AxB, atunci R este o aplicatie definita pe A cu valori in
B daca si numai daca sunt satisfacute conditiile:
. 1acR'oR
. ROoR'clg.
Este clar ca aplicatia R — AxB este determinata daca se cunosc toate valorile
notate cu f(x), imaginea lui x prin aplicatia R. Cu aceasta terminologie,
relatia R ca relatie intre elementele lui A si elementele lui B se numeste
graficul aplicatiei f:A—B, mulfimea A se numeste domeniul de definitie al
aplicatiei, iar multimea B se numeste codomeniul aplicatiei, sau domeniul
valorilor lui f.
Proprietati.
e compunerea a doud aplicatii este tot o aplicatie;
e pentru orice doud mulfimi A 1 B si pentru orice aplicatie f:A—B

avem fO 1,=f=1, 0 f.

Definitie. a. Fiind date doua multimi A, B aplicatia f:A—B se numeste
injectiva daca din f(x)=f(y) = x=y, sau, echivalent x= y= f(x) = f(y).
b. Fiind date doua multimi A, B aplicatia f:A—B se numeste
surjectiva daca (V'y din B, 3x din A) astfel incat (y=f(x)).
Proprietati.
e In general, dacd A si B sunt multimi de numere reale, o aplicatie
f:A—B este injectiva daca si numai daca pentru orice y € B, paralela
dusa prin punctul de ordonatd y la axa absciselor intersecteaza

graficul aplicatiei in cel mult un punct.
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dacd A si B sunt multimi de numere reale, o aplicatie f: A—B este
surjectiva dacd si numai dacd pentru orice y€B, paralela dusa prin
punctul de ordonatd y la axa absciselor intersecteaza graficul
aplicatiei in cel putin un punct.

dacd A si B sunt multimi de numere reale, o aplicatie f: A—B se

numeste bijectiva daca este injectiva si surjectiva.

Numere cardinale

In cele ce urmeza vom da cateva detalii referitoare la introducerea notiunii de

cardinal. Consideram o relatie de echivalenta (care este reflexiva, simetrica

si tranzitiva) intre multimi oarecare (relatia de echipotentd).

Definitie. Doud mulfimi A si B e numesc echipotente si scriem A~B daca

existd o aplicatie bijectiva f: A—B. Relatia de echipotenta este o relatie de

echivalenta pe clasa tuturor multimilor. Intr-adevar:

Pentru orice multime A avem A~A deoarece aplicatia identica 1a:
A—A este bijectiva.

Daci f: A—B este o aplicatie bijectiva, aplicatia inversi f* : B—A
este de asemenea bijectiva si aceasta aratd ca A~B = B~A.
Compunerea a doud aplicatii bijective este de asemenea o aplicatie
bijectiva, i aceasta arata ca din

A~-BA\ B~-C= A-~C.

Definitie. Clasele de echivalenta modulo relatia de echipotentd se numesc

numere cardinale. Mai precis, pentru orice multime A, clasa de echivalenta a

lui A modulo-relatia de echivalentd se noteaza cu |A| si se numeste
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cardinalul (sau numar cardinal) al mulfimii A. Deci, cardinalul multimii A

este clasa tuturor multimilor echipotente cu A.

Exemple.
o Cardinalul multimii vide @ este numarul (cardinal) 0.
o Cardinalul multimii vide {0} este numarul (cardinal) 1.
0 Cardinalul multimii {0,1} este numarul (cardinal) 2 etc.
Sa retinem faptul ca pentru doud multimi A si B avem

|A|=|B| < A-~B.

Corespondenta biunivocd intre douda multimi

Definitie. Se numeste corespondentd biunivoca intre doud mulfimi M si N
formarea perechilor de tipul (m,n), astfel Tncat:

(1) meM, iar neN;

(2) fiecare element intra intr-o pereche si numai in una.
Exemple:
- Daca elevii chemati la un spectacol se aseazd cate unul pe fiecare scaun
fara sd rdmand nici unul in picioare §i nici un scaun liber, atunci intre
multimea elevilor si a scaunelor s-a stabilit o corespondenta biunivoca.
- Corespondenta biunivoca dintre mulfimile A={1, 2, 3, 4} si B={a, b, c, d}
poate fi reprezentata ca in figura 1.3 (a sau b).
- Nu orice corespondenta intre multimi este biunivoca.

Numerele 0, 1, 2, 3, ..., n, adica primele n numere naturale, formeaza
o sectiune (o parte) a sirului numerelor naturale 0, 1, 2, 3, ..., n,n+1, ...

Definitie. O multfime care se poate pune in corespondentd biunivocd cu o

sectiune a sirului natural se numeste mulfime finitd. De exemplu daca T={ a
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;A a“}, este 0 multime de n elemente acestea pot fi puse in

corespondentd cu primele n numere naturale.

Definitie. O multime care nu se poate pune in corespondenta biunivoca cu o
sectiune a sirului numerelor naturale, ci cu tot sirul numerelor naturale,
(adica numerotand fiecare element al ei cu numere naturale diferite, nu ne

putem opri niciodatd), se numeste multime infinita.

N, N

Exemple de multimi infinite sunt N, ~ 2k, ""2k+1 7 prezentate mai sus.
Daca intre doud multimi A si B se poate stabili o corespondenta
biunivoca, atunci spunem ca cele douda multimi sunt echivalente sau ca au
aceeasi putere.
Faptul ca multimile A si B sunt echivalente se poate nota A< B, iar
relatia de echivalenta astfel definitd are urmatoarele proprietati:
» este reflexiva — orice multime este echivalenta cu ea insasi (A < A);
» este simetrica — daca multimile A si B sunt echivalente intre ele, atunci
si multimile B si A sunt echivalente intre ele (A < B=B < A);
» esta tranzitiva — daca multimile A si B sunt echivalente intre ele, iar

multimile B si C sunt si ele echivalente atunci multimea A este

echivalenta cu multimea C (A< BsiB& C=>A<C).

Exemple:
Urmatoarele multimi finite sunt echivalente (au aceeasi putere sau acelasi
cardinal), pentru cd pot fi puse in corespondentd biunivoca (avand acelasi

numar de elemente):
“ A={1, 23,4} card(A)=4
A,= {rosu, negru, galben, verde}; card( A,)=4
A, = {est, vest, sud, nord}; card( A,)=4
A,={luni, marti, miercuri, joi}; card( A,)=4
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X/
°e

Multimea numerelor naturale (N) si multimea numerelor pare (N,, )

sunt echivalente (au aceeasi putere) pentru ca intre ele se poate stabili
o corespondenta biunivoca astfel:
N=1{0,1,2,3,....n,...}
111t 1
N, ={0,2,4,6,..,2n,..}

X/
°e

Multimea numerelor naturale (N) este echivalentd cu multimea

numerelor naturale impare (N, ,,), deci au aceeasi putere:
N ={0,1,2,3,....,n,...}

1111 1
N, .,={1,3,57, .. 2n+l, .}

Definitie. O multime infinitd ale carei elemente se pot numerota,
punandu-se in corespondenta biunivocad cu sirul natural, se numeste
numarabila.

Deci toate multimile care au aceeasi putere (echivalente) cu multimea
numerelor naturale sunt numarabile. Spre exemplu, multimea numerelor
pare, mulfimea numerelor impare, mulfimea numerelor prime si, in general,
orice parte infinita a multimii numerelor naturale, este o mulfime
numarabila.

Toate multimile numarabile sunt echivalente intre ele, deoarece
fiecare este echivalentd cu N, deci formeaza o clasa — clasa multimilor
numarabile, notata y, (alef zero — prima litera din alfabetul ebraic).

In ceea ce priveste multimile finite se obisnuieste si se spund ci 0
multime finita este intotdeauna numarabila.

Unele mulfimi infinite sunt nenumarabile, ca de exemplu multimea

numerelor reale dintr-un interval dat.
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1.2.5. Exercitii si probleme propuse

1. Aflati valoarea de adevar a propozitiilor:

a)-11eN; b) ZcZ; c) 0¢Z,; d) Z .#Z e) 0e{0}; f) {2,3}={23}; g) N'%Z,
;h)deZ.

2. Reprezentati in trei moduri mulfimea numerelor naturale mai mici ca
9 care sunt cuburi perfecte.

3. Fie multimile: A={5,7}, B={1,5}, C={xeZ| [x|=5} si D={xeN|x=5",
neN, n<3}.

a) Determinati multimile: AUB, ANB, A-B si AxB.

b) Determinati multimile C si D.

c¢) Determinati cardinalele multimilor A, B, C si D.

d) Determinati multimile: AUBUCUD, ANBNC, (ANB)U(CND), (B-
O)NA.

4. Determinati multimile R si S, stiind ca:

RUS={0, 1, 4, 5, 6}, R-S={1,4}, S-R={0, 6}.

5. Determinati multimile Dg; D21; M3; My.

6. Completati cu simbolul potrivit (e, ¢ ,=, #Sau ) pentru a obtine
propozitii adevarate:

a)-3...Z;b)-7..N; )N ...N; d)Zy ...Z; e){0}...& H{9}... {9
, 10} o) |7 ... 7.
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Cap. 2. Multimea numerelor naturale

Asa cum il percepem astazi, chiar si in matematica modernd, notiunea de
numdr ramane una din cele mai importante notiuni ale matematicii. Caracterul
abstract al conceptului de numar constd in faptul ca poate fi aplicat oricarei
categorii de obiecte si fenomene. Numarul, forma si numele sunt categorii
fundamentale ale cunoasterii, deoarece ,,suma tuturor insusirilor ale unui obiect
este cuprinsd pe deplin in forme si in proportiile lui numerice, care devin
bunuri ale constiintei mele”?.

Creativitatea a dus la cunoastere, Cunoasterea se limiteaza la a nu avea

limite.

Fr. Engels aratd cd numerele constituie mijlocul prin care noi exprimam

determinarea cantitativa a obiectelor si fenomenelor, considerand numarul ,,cea

2J. H. Pestalozzi (34, p. 393)
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mai purd determinare cantitativad din cate cunoastem”, dar adauga ca ,.el este

plin de diferente calitative™,

2.1. Relatia de echipotenta

Definitie. Doud multimi care pot fi puse in corespondentd biunivoca se
numesc multimi echivalente.

Relatia de echivalenta grupeaza multimile in clase de echivalenta, fiecare
clasa cuprinzand mulfimile formate din acelasi numar de elemente, indiferent
de natura lor. Prin urmare, o clasa de echivalenta este caracterizatd printr-0
proprietate comuna tuturor tuturor mulfimilor ce-i apartin, anume proprietatea
de a contine acelasi numar de elemente. Aceasta proprietate se numeste puterea
clasei de echivalenta si este reprezentata printr-un numar numit numar natural.
Tn concluzie, numdrul natural constituie simbolul care caracterizeazd sub un
inalt grad de generalitate multimile echivalente.

Astfel, proprietatea caracteristica multimii vide este reprezentata prin
numarul zero, de unde rezultd ca zero este un numar natural Intrucat
caracterizeaza clasa de echivalentd a multimilor care nu confin nici un
element. Proprietatea caracteristicA multimilor cu un singur element este
reprezentatd prin numadrul 1; cea a mulfimilor cu un element $i inca unul este
reprezentatd de numarul 2; cea a multimilor cu 2+1 elemente, sau cu 1+1+1
elemente, este reprezentatd prin numarul 3 s.a.m.d. Prin urmare, numerele 0, 1,
2, 3,..., n,... caracterizeaza multimile echivalente formate respectivdin 0, 1, 2, 3

,...1,... elemente si se numesc numere naturale.

2.2. Cardinalul unei mulfimi

*F. Engels (35, p. 263)
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Cardinalul unei multimi s-a introdus in primul capitol cu ajutorul relatiei
de echipotenta.
Tntrucat clasa tuturor multimilor echivalente cu o multime A se numeste
cardinalul multimii A, notat card.(A) sau | A | , rezulta ca numarul natural este
cardinalul multimilor finite de aceeasi putere.

Pentru multimile finite identificaim clasa multimilor de cate n elemente,
deci cardinalul finit n, cu numarul natural n. Spre exemplu, pentru multimea
elevilor unei clase, pentru multimea literelor din alfabetul latin etc. corespunde
cate un cardinal pe care il identificdm cu numarul elementelor multimii
respective, deci cu un numar natural.

Daca ne referim la multimile infinite, o clasd de multimi infinite
echivalente se numeste cardinal transfinit. Spre exemplu, toate multimile
echivalente cu multimea numerelor naturale formeaza o clasa, deci un cardinal
transfinit.

In concluzie, notiunea de cardinal generalizeazi notinea de numar
natural pe care o contine ca un caz particular, cazul multimilor finite de aceeasi

putere.

2.3. Axiomele lui Peano

Definitie. (Sistem Peano4) Se numeste sistem Peano un triplet (N, O,

s) format cu 0 multime nevida N, un element 0 din N si o functie s: N—>N
care satisface conditiile:
P1)s(xX)#0, VXxeN;
P, ) s este functie injectiva;
P3) daca P este o parte a lui N care are proprietatile:

1) 0P

2) VxeP=s(x) P

* De la matematicianul italian Giuseppe Peano (1858 -1932)
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Atunci P=N.

Teoria axiomatica a multimilor asigura existenta a cel pufin unui sistem
Peano (N, 0, s).

Elementele lui N se numesc numere naturale iar s se numeste functia
succesor. Pentru notarea numerelor naturale folosim literele m, n, p,....Daca n
e N atunci n'=s(n) se numeste succesorul lui n. Numerele naturale 0, 1=s(0),
2=5(1),...se numesc zero, unu, doi, etc.

Conditiile P1, P2, P3 sunt cunoscute sub numele de axiomele lui Peano si pot
fi rescrise astfel:

P1) 0 nu este succesorul nici unui numar natural,

P, ) numere naturale diferite au succesori diferiti;

P3 ) daca o multime P de numere naturale contine pe 0 si o datd cu orice
numar natural n contine si succesorul sau n' atunci P coincide cu multimea
tuturor numerelor naturale.

Axioma P3 este cunoscuta sub numele de axioma inductiei si sta la baza
rationamentului cunoscut sub numele de inductie matematica.

Din adevarurile exprimate de aceste axiome desprindem principiul de
formare al numerelor naturale: fiecare numdar natural se formeaza prin
adaugarea unei unitafi la predecesorul sau, fapt ce permite agezarea numerelor
naturale in ordinea marimii lor in sens ascendent sau descendent, astfel incat
fiecare sd se obtind din precedentul sdu plus o unitate sau din succesorul sau
minus o unitate. Considerand pe zero ca prim numar natural, vom avea in sens
ascendent: 0, 0+1=1, 1+1=2, 2+1=3 s.a.m.d., formadu-se astfel sirul numerelor
naturale: 0, 1, 2, 3,..., n, n+1, ...Sirul numerelor naturale formeaza o multime de
numere, $i anume mulfimea numerelor naturale, care se noteazia cu N. Deci:
N= {0,1,2,3,..., n,...} . Daca din aceasta multime lipseste numarul zero, avem
sirul restrdns al numerelor naturale, multimea respectiva notandu-se cu N”.
Deci: N'={1,23..,n,..}.
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Oricare ar fi numerele naturale a,b,c... ele au urmatoarele proprietati:

1) Reflexivitatea: Orice numar natural este egal cu el insusi, adicda a =
a, VaeN.

2) Simetria: Daca un numar natural a este egal cu un numar natural b,

atuncisibesteegalcua, VaeN,beN,a=b<sb=a

3) Tranzitivitatea: Daca un numar natural a este egal cu numarul
natural b si daca la randul sau numarul natural b este egal cu numarul natural
C, atuncisi a este egal cu c.

VYaeN
Vbe N dacaa=bsib=c = a=c.
vceN

Relatia de ordine pe N

In baza constructiei axiomatice de mai sus (si mai ales proprietatea ce sta
la baza inductiei completd) se deduce ca intre doud numere naturale a si b
poate avea loc una si numai una din relatiile:

a<b;a=b;a>bh.

Tinind seama de relatia de ordine care se defineste prin semnele < sau >
, se spune cd sirul numerelor naturale este un g§ir ordonat. Acest adevar
constituie temeiul numadrarii ascendente pand la un numar oarecare, spre
exemplu pana la 10: 0, 1, 2, 3,..., 9, 10 sau al numararii descendente de la un
numar oarecare 0:10, 9, §,..., 2, 1, 0.

Introducerea relatiei de ordine trebuie sa aiba la baza explicatii accesibile
elevilor din clasele mici, de aceea vom spune ca inegalitatile a <b sau a > b pot
avea urmatorul inteles: daca in sirul natural al numerelor se intdlneste intai
numarul a si apoi numarul b, atunci a<b, iar daca in acest sir se Intdlneste mai

intai numarul b si apoi numarul a, atunci a>b.
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Relatiile de inegalitate au aplicatii nu numai in stabilirea succesiunii numerelor
din sirul natural, ci cu deosebire 1n stabilirea relatiei de marime dintre doud numere
naturale oarecare, pentru a arata care din cele doud numere este mai mare (si eventual
Cu cat) sau care din ele este mai mic(si cu cat), adica in exercitii de forma:

2>1 pentru ca 2=1+1 8>5 pentru ca 8=5+3

1<2 pentru ca 1=2-1 5<8 pentru ca 5=8-3.

Proprietatea sirului numerelor naturale de a fi infinit se deduce pe baza
relatiei de ordine, lucru care se exprima sub forma elementara prin aceea ca, oricat de
mare ar fi un numar natural n, i se poate adauga inca o unitate, obtinandu-se un numar
si mai mare: n+1.

Relatia de ordine in multimea numerelor naturale se introduce 1n legitura cu
notiunile ,,mai mult”, ,mai putin”, si anume prin punerea in corespondentd a
multimilor apartindind unor clase de echivalentd diferite. Astfel se pun in
corespondentd, termen cu termen, doud mulfimi cu un numar inegal de elemente,
spre exemplu prima continand 5 elemente, a doua 4, si prin formare de perechi
se constatd cd un element din prima mulfime ramane fard pereche, de unde
concluzia cd prima mulfime are mai multe elemente, a doua mai putine.
Rezultatul compararii se noteaza cu ajutorul semnelor ,, <’’sau ,, > plasate intre
numerele care caracterizeaza cantativ multimile respective, adica 5>4 si 4<5.

De asemenea, ordonarea numerelor naturale si stabilirea succesiunii lor
ascendente sau descendente se realizeazd prin compararea §i punerea in
corespondenta biunivoca a multimilor cu 0, 1, 2, 3,... elemente, stabilind din
aproape 1n aproape urmatoarele siruri de inegalitdti:

0<1 sau 1>0

1<2 sau 2>1 etc.

2.4. Sisteme de numeratie

Scurt istoric
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Din punct de vedere istoric, sistemul pozitional al babilonienilor era
diferit de al nostru prin faptul ca nu exista numarul zero, iar semnele pentru
unitati, zeci etc. se scriau prin aldturare, si nu prin cifre speciale cum avem
noi.

Sistemul de scriere al numerelor folosit de romani a derivat din cel al
etruscilor. Unitatea era reprezentata printr-o bara verticala, ca si la egipteni.
Pentru 10 se folosea semnul X. Asupra originei lui sunt mai multe
presupuneri. Unii cred ca el ar reprezenta imaginea schematica a doud maini
cu degete rasfirate si asezate una sub alta, altii presupun ca ar proveni din
semnul lui 1, adica ar fi o bara, taiata de-a curmezisul de o alta linie, asa cum
se proceda la Insemnarile pe raboj sau la oasele striate atunci cand se ajungea
CU numaratul la a zecea crestaturda. Pentru a nota 100 se folosea litera C,
initiala de la cuvantul centum (100), iar pentru 1000 litera M, initiala lui
mille (1000). Daca primele doud semne au putut fi folosite chiar si mai
inainte de a se fi nascocit alfabetul, ultimele doud arati ca sunt de o
provenienta mai noua.

Cu aceste patru semne: [LX,C,M romanii puteau scrie orice numar,
baz&ndu-se pe urmatorul principiu de adunare si scadere, luat tot de la
etrusci, orice semn asezat la dreapta altuia se aduna cu acela si daca are o
valoare mai mica sau egala cu el, scris la stdnga unui semn cu o valoare mai
mare ca a lui, se scade. De pilda Cl1=102; XII=92. Mai tarziu, romanii au
introdus o simplificare a scrierii prin adaugarea altor trei semne care sa
reprezinte pe 5=V; 50=L; 500=D. Originea lor apare oarecum intuitiv,
privind primele semne: V este jumatatea lui X si, dupa prima ipoteza, el ar
putea fi schita unei maini cu degete rasfirate; L se aseamana cu jumatatea de
jos a literei C, tdiata cu o bara orizontald, iar D se pare cd a provenit in
acelasi mod dintr-un semn mai vechi folosit de romani pentru a desemna

1000, anume CI si C intors invers, semn care taiat in doud, de data asta cu o
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bara verticala —partea din dreapta corespunde literei D. Introducandu-se
aceste semne noi, repetarea unitatilor se oprea la 4 si nu mai continua pana la
de noua ori.

Pentru noi, obisnuiti cu scrierea pozitionala a numerelor, formarea sau
citirea numerelor scrise dupa sistemul roman, chiar dupa introducerea acestor
noi semne, ne apare foarte complicat. lata, de pilda, cum trebuie procedat ca
sd se scrie un numar destul de simplu ca 798: Mai intai 700=500+200 adica
DCC; apoi 90=100-10 adica XC, 8=5+3 adica VIII sau grupand totul la un
loc, de la stanga la dreapta: 798=DCCXCVIII
Asadar, dupa felul de grupare si ordonare a semnelor s-au deosebit doua
sisteme de numeratie:

- sistemul aditiv
-sitemul pozitional

Sistemul de numeratie aditiv

Cel mai cunoscut sistem aditiv de numeratie e cel roman. Acesta foloseste
numai 7 simboluri (numite cifre romane) care corespund anumitor numere
dupa cum urmeaza:

I \Y X L C D M

1 5 10 50 100 500 1000

Toate celelalte numere se scriu alaturand semnele de mai sus incepand cu cel
mai mare. Ex: 738=DCCXXXVI11=500+100+100+10+10+10+5+1+1+1
Observatie: in cadrul unui numar scris in sistemul roman nu pot sa apara mai
mult de 3 semne consecutive de acelasi fel.

Pentru acest motiv urmatoarele numere se scriu cu doud semne, primul
reprezentdnd un numar care se scade din al doilea:

vV IX XL XC CD CM

4 9 40 90 400 900
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Astfel numarul 3496 se va scrie in sistemul roman: MMCDXCV1=3496
Pentru numerele foarte mari s-a facut conventia ca grupul de cifre ce
reprezintd clasa miilor sd se scrie cu o bara deasupra, cel ce exprima clasa
milioanelor, cu doua bare deasupra s.a.m.d.

Observam cat de greu se scriu numerele mari in cadrul acestui sistem, ne
imaginam ce mari complicatii apar cand va trebui sa operam cu ele.

Mai observam ca o cifra in cadrul unui numar scris in sistemul roman are
aceeasi valoare, indiferent de pozitia pe care o ocupa in cadrul numarului. Se
zice ca sistemul roman de numeratie e nepozitional.

Sistemul pozitional

Neajunsurile sistemului de numeratie roman (nepozitional) intre care
numerele foarte lungi, de necuprins cu privirea, operatiile cu numere scrise in
acest sistem extrem de anevoioase §i altele au determinat conceperea unui
sistem de numeratie mai ragional.

Tn acest sistem se folosesc 10 simboluri (cifre arabe): 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,
7, 8, 9: zece unitdti formeazd o grupd noud careia ii spunem 10 si pe care o
scriem cu doua cifre, 10: zece grupe de cate zece formeazd o grupa noua
careia 1i zicem "o sutd" si pe care 0 scriem cu trei cifre, 100; zece sute
formeaza o grupa de ordin superior, cdreia 11 zicem "o mie" $i pe care o
scriem cu patru cifre, 1000, s.a.m.d.”

In Europa, numerele mai mari decit un milion nu au capitat denumiri
speciale decat dupa ce in secolul al XVI-lea a fost adoptat, in mod definitiv,
sistemul zecimal pozitional de scriere a numerelor. Cuvantul milion a aparut
la sfarsitul secolului al XIII —lea si a fost inventat de Marco Polo care,
entuziasmat de multimea oamenilor si a bogatiilor pe care le-a vazut in
China, a format superlativul de la cuvantul mille (o mie in limba italiand),

anume millione.
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Tinand seama de impartirea numerelor in clase, fiecare clasa fiind compusa,
la randul ei, din trei ordine (unitati, zeci si sute), clasa milionelor este a treia,
urmand dupi clasa unititilor simple si a miilor. In continuare clasa a patra
este clasa bilioanelor (bi inseamna doi), aceasta numindu-se si clasa
miliardelor. Dupi ea urmeaza clasa trilioanelor. In secolul XIX s-a stabilit o
reguld generala de formare a numelui clasei careia 1i apartine un numar.
Anume ca sd putem sti ce nume sd dam clasei unui numar se procedeaza
astfel: incepand cu clasa a patra (a bilioanelor) numele oricarei clase
superioare lui patru se formeaza scazand doi din clasa numarului respectiv,
iar la numirea latineascd a numdrului ce reprezintd restul se adauga
terminatia ilion. De exemplu, un numar din clasa a cincea se numeste trilion,
fiindca din clasa a 5-a se scade 2 si raméan 3, agsadar numarul face parte din
clasa trilioanelor, numarul din clasa a 6-a se numeste cvadrilion (6-2=4), din
clasa a 7-a cvintilion, apoi sextilion, septilion, octolion, nonolion, decilion,
etc.

Presupunem ca elementele unei mulfimi finite sunt supuse procesului
de numarare. Operatia se va desfdsura in mod organizat astfel: elementele
simple (bucati, obiecte, unitdfi) se vor grupa Intdi cate zece; dacad toate
unitatile simple intra in aceste grupe, asfel incat nici o unitate sd nu ramana
pe dinafara negrupata, yicem ca s-a obtinut un numar intreg de zeci, grupari
de ordinul al 1l-lea, restul unitatilor de ordinul I fiind nul, adicd r, =0. In cand
rdman unitdfi negrupate, adicd r; # 0, numdrul lor nu poate fi decat mai mic
decét 10, daca r;<10. Numarul de zeci obfinut se grupeaza apoi cate 10,

obtinand zeci de zeci, adica sute, unitati de ordinul al III-lea, restul r, al
unitatilor de ordin II, negrupate fiind de asemenea ori nul, ori mai mic decat

zece, dacd r; #0.
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Grupand sutele in grupe de céte 10, se obtin mii, unitati de ordinul al
IV-lea, si continuand in acelasi fel se obtin succesiv zeci de mii, milioane,
zeci de milioane, miliarde sau bilioane, apoi zeci de miliarde, sute de
miliarde, trilioane etc., adica unitati de ordinul al V-lea, al Vl-lea s.a.m.d.

Gruparea unitatilor la modul aratat mai sus are la baza numarul 10,
fiindca zece unitati de un anumit ordin formeaza o unitate de ordin imediat
superior. Dar gruparea unitatilor, in scopul numarérii lor, se poate face in
perechi, cate 5, cate 8, catel2 etc., adicd avand la bazd un alt numar
considerat convenabil. Spre exemplu, daca unitatile se grupeaza cate 8, atunci
unitatea de ordinul al ll-lea va fi formatd din 8 unitati simple, unitatea de
ordinul al Ill-lea va fi formata din 8 unitati de ordinul al ll-lea si, prin
urmare, va contine 8 = 64 unitisi simple, apoi unitatea de ordinul al IV-lea
va contine 8° = 512unitati simple etc.

Definitii:

a) Ansamblul regulilor de grupare al elementelor unei multimi in
scopul numardarii lor si de reprezentare simbolicd a numarului obtinut se
numeste sistem de numeratie..

b) Simbolurile (semnele) grafice cu ajutorul carora se reprezinta
unitatile de ordin diferit se numesc cifre.

c) Numarul care aratd cate unitdti de un anumit ordin formeaza o
unitate de ordin imediat superior se numeste baza sistemului de numeratie.
Ca bazi a unui sistem de numeratie se poate alege orice numir k e N",k = 1.
Diferitele sisteme de numeratie se denumesc dupa bazele pe care le au:
sistemul dual sau binar cu baza 2, sistemul octal cu baza 8, sistemul zecimal
cu baza 10, sistemul duodecimal cu baza 12, sistemul hexazecimal cu baza
16, sistemul sexazecimal cu baza 60 etc.

Intrucat numirul unititilor de un anumit ordin in orice sistem de

numeratie trebuie sa fie cel pufin cu o unitate mai mic decat baza acelui
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sistem, adica numarul unitatilor poate fi 0, 1, 2,..., k-1, daca cu k am notat
baza sistemului, rezultd c¢d& numadarul simbolurilor necesare pentru
reprezentarea grafica a unitatilor respective este egal cu baza sistemului de
numeratie. Astfel in sistemul cu baza 2 sunt suficiente simbolurile: 0 si 1, in
sistemul zecimal avem simbolurile: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 si 9, Tn sistemul
duozecimal: 0, 1, 2, 3,..., 9,«,f, iar Im sistemul hexazecimal avem 10
simboluri utilizate de sistemul zecimal: 0, 1, 2, ..., 8, 9, completate cu literele
A, B, C, D, E, F corespunzatoare numerelor 10, 11, 12, 13, 14, 15.

d) Simbolurile grafice au doua aspecte valorice:

(1) Valoarea cifrica, aceasta fiind data de cardinalul multimii a carei
putere este egald cu numarul pe care il indica simbolul respectiv. Cu alte
cuvinte, valoarea cifrica reprezintd corespondenta dintre simbolul grafic si
numarul elementelor multimii considerate.

(2) Valoare pozitionald, aceasta fiind data de locul pe care simbolul
respectiv il ocupa 1n scrierea numarului, adica de ordinul unitatilor pe care le
reprezintd. Astfel, daca cifra a se afla pe locul I ( din dreapta), atunci ea
indicd unitati simple: daca se afld pe locul al Il-lea ( din dreapta) indica
unitati de ordinul II s.a.m.d.

Inexistenta unitatilor de un anumit ordin se indicd prin marcarea locului
respectiv cu cifra zero.

Un sistem de numeratie este pozitional daca simbolurile grafice pe care le
utilizeaza se caracterizeaza atdt prin valoarea cifrica, cat si prin valoarea
pozitionald. Spre exemplu, sistemul zecimal este pozitional. In schimb,
numeratia romand nu are caracter pozitional, fiindca un simbol oarecare are
aceeasl valoare indiferent de locul pe care il ocupa in scrierea numarului.
Spre exemplu, simbolul V al numadrului cinci reprezintd 5 unitdfi simple in
fiecare din numerele XV, XVI; XVII, XVIIIL, desi locul pe care il ocupa este
diferit.
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2.5. Baze de numeratie

Operatia prin care un numar scris intr-o baza k este trecut intr-o alta
baza k’ se numeste conversie (sau transformare).

a) Conversia unui numdr din baza 10 intr-o baza oarecare k. Se
considera numarul A, scris In baza 10. Pentru a trece acest numar din baza 10
in baza k, vom grupa unitatile de ord.I ale numarului A in grupe de cate Kk,
obtinand un numar g, de grupdri — unitati de ordinul al II-lea — si un rest r, <
k, unitati de ordinul I rimase negrupate, pe care le notdm cu a,deci ry =a,.
Unitatile q,, de ord. al 1l-lea, le vom grupa de asemenea in grupe de cate k;
obtinand un numar ,de grupari — unitati de ordinul al III-lea — si un rest r, <
k, unitati de ordinul al II-lea rimase negrupate pe care la notdm cu a,, deci
r, =a,. Larandul lor, cele q,unitati de ordinul al Ill-lea se grupeaza cate K,
obtinand ¢, unitati de ordinul al IV-lea, iar restul r, <k reprezintd numarul
unitatilor de ordinul al III-lea rdmase negrupate, pe care le notam cu a,, deci
I, =a,. Se continud In acelasi fel cu gruparea unitatilor de diferite ordine in
grupe de céte k, obtinandu-se unitati de ordinul al IV-lea, al V-lea s.a.m.d., pe
care le notdm cu a,,a,..., pand se ajunge la un cat q,< k , astfel incat
g, =0-k+r, =r care reprezinta numarul unitatilor de ordinul n-1, notat cu
a, , 1ar resturile succesive luate in ordine descendenta: reprezintd
unitatile de ordinul n, n-1,...,3, 2, 1, adica cifrele a,,,..,a;,a,,8,,a, ale

numarului scris 1n noua baza k.

Schema acestor grupari este urmatoarea:
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A=k +rpk; rh=2a, <k

g, =q,k+r; r=a <Kk
g, =K +1,; r,=a, <k
g; =qK+1r5; r,=a, <k
qn—l = an + rn—l; r‘n—l = anfl < k~551n < k
qn :qn+lk+rn; rn :an < k §iqn+1 <O

Prin urmare: 152971 ;)= 452613 ¢,

unde 4,5,2,6,1,3 reprezinta cifrele numarului in baza 8, scriem in ordinea

descrescatoare a ordinului unitatilor.

2.6. Operatii in N
% Adunarea
Se considera multimile A si B, disjuncte (AN B =), cu a, respectiv b
elemente (a= card (A), b = card (B)). Expresia care reprezintd numarul
elementelor multimii ce se obtine prin reuniunea celor doud multimi date se
numeste suma numerelor a si b. Se scrie a + b. Legea de compozitie indicata
prin semnul + (plus) se numeste adunare, iar numerele care se aduna se

numesc termenii adunarii.

Teorema. Exista o unicd lege de compozitie @ :NxN—N pe multimea
numerelor naturale astfel Incat adoptand notatia aditiva pentru ¢ sa avem:

Al).n+0=n, VneN
A2). n+tm=(n+m) ,vneN

Conditiile A1, A2 se numesc axiomele adunarii, iar pentru a face explicatiile

mult mai accesibile vom merge pe notatia clasica. Astfel, mai simplu putem
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deduce ca: adunarea, ca lege de compozitie pe N, notatd cu semnul +, este
totdeauna posibila in multimea N, fiindca fiecarui cuplu (a, b) de numere
naturale i se asociaza prin legea indicatd un al treilea numar c, de asemenea

natural, astfel Tncat avem:

at+tb=c a,b,ceN

Deci suma a doud numere naturale este Intotdeauna numar natural.
Proprietatile adunarii
% Asociativitatea. Tntr-o suma de trei sau mai multi termeni se
pot Tnlocui unii termeni prinsumalor:a+b+c=(@+b)+c
=a+ (b +c).
< Comutativitatea. Tntr-o suma de doi (sau mai termeni se poate
schimba ordinea termenilor: a+b=Db+a.
Ambele proprietati se bazeaza pe definitia adunarii si pe axioma numararii,
tinand seama de faptul ca adunarea la un numar de unitati a altui numar de
unitati este 0 numarare 1n continuare la unitatile primului numar a unitatilor
numarului al doilea.
% Element neutru. In multimea numerelor naturale existi un

element notat cu semnul 0 si numit zero, cu proprietatea ca

pentru orice element a€ N este adevarata egalitatea:
“ at+t0=0+a=a.

Numarul zero se numeste element neutru pentru adunare intrucat orice numar
natural adunat cu zero ramane neschimbat.

Pe baza definitiei §i a proprietatilor adunarii, se pot formula urmatoarele
reguli de calcul:

Efectuarea unei sume de doi sau mai mulfi termeni. O suma de doi sau mai
multi termeni se efectueaza astfel: se adund la primul termen unitétile celui

de-al doilea, la suma obtinutd se aduna termenul al treilea s.a.m.d.
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a+b+c+d=(a+b)+c+d=[(a+b)+c]+d.
Ori de cate ori este posibil si prezintd avantaje 1n calcul, se aplica
proprietatile de asociativitate si comutativitate.
a) Adunarea la 0 suma a unui numar se poate face in doua feluri:
- se efectueaza suma si apoi la rezultatul obtinut se aduna numarul:
(a+tb)tc=s+cdacas=a+b;
- se adund numarul la unul din termenii sumei:
(atb)+c=(a+c)+b=a+(b+c).

Tinand seama de cele stabilite, la efectuarea adunarii intr-un sistem
pozitional oarecare, putem stabili si pentru sistemul zecimal ca pentru a
aduna doua sau mai multe numere intre ele unitatile de acelasi ordin, adica,
atat oral, cat si 1n scris, unitatile simple se aduna cu unitatile simple, zecile cu
zecile, sutele cu sutele etc. Pentru a usura efectuarea calculului Tn scris,
termenii se aseaza unul sub altul astfel ca unitatile de acelasi ordin sa se afle
pe aceeasi coloand. Acesta este algoritmul adunarii numerelor naturale.

Scaderea

Scdderea nu este lege de compozitie definitd pe mulfimea numerelor
naturale, intrucat nu oricarui cuplu (a, b) de elemente din N 1i corespunde un
element a-be N . Sciaderea pe N este posibild numai daci a>b. Tn aceste
conditii operatia de scadere se defineste astfel: a scadea dintr-un numar
natural a, numit descazut, un alt numar natural b, numit scazator, unde a>b

, iInseamna a gasi un al treilea numar natural ¢, numit rest

a-b=cpentrucda=b+ciab.ce N.a=bh

sau diferenta, care adunat cu scazatorul sa ne dea descazutul.
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Se observa ca scaderea se defineste ca operatie inversa adundrii. De aici
concluzia ca scaderea se verifica prin adunare.
S-a ardtat cd scaderea a — b este posibild in N si are rezultat unic numai daca
a>b. Tn cazul particular a = b, diferenta a — b este nula, adicia—a =0
pentruciaa=a+0.
a) Scaderea dintr-o suma a unui numar se face scazand acel numar din unul
din termenii sumei:
(@+b)-n=(a-n)+b=a+(b-n),

pentru ca, potrivit definitiei si notand cu d diferenta (a+b ) —n, avem: (a +
b)-n=d=a+b=d+n=(a+b)-n+n=a+b
b) Scdderea dintr-un numar a unei sume se face scazand din acel numar in
mod succesiv fiecare termen al sumei:

a—(b+tc)=a-b-c.
c¢) Scaderea dintr-un numar a unei diferente se face adunand la acel numar
scazatorul si descazutul diferentei:

a—(b-c)=a-b+c=a+c-h.
Motivare: Conform definitiei scaderii avem:
a—(b-c)=d =a=d+(b-c)=a-(b-c)+(b-c)=a.
a) Intr-o suma doi termeni, unul din termeni este egal cu suma minus celilalt
termen:
a=s-Db,

a+b=s=
=s—a.

Motivarea:
a=s—-b=a+b-b=a,
b=s-a=a+b-a=b,
b) Tntr-o diferentd descazutul este egal cu suma dintre scazaitor si rest: a— b =

d = a=b+d, conform definitiei scaderii.
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¢) Intr-o diferenta scizitorul este egal cu descazutul minus restul:
a-b=d= b=a-d.
f) Marirea scazatorului cu un numar are drept consecin{d micsorarea
diferentei cu acel numadr, iar misorarea scazatorului cu un numar are drept
condecintd marirea diferentei cu acel numar:

a-b=d

a—(b+n)=d-npentrucia—(b+n)=a-b-n=(a-b)-n=

d-n
si a—(b-n)=d+npentrucia—(b-n)=a-b+n=(a-b)+n=
d+n.

Regula generala de scadere a unui numar din alt numar: unitatile de acelasi
ordin se scad intre ele. Adica se scad unitatile simple din unitatile simple,
zecile din zeci, sutele din sute etc. Ca si la adunare, pentru inlesnirea
calculului in scris termenii se aseaza astfel incat unitatile de acelasi ordin sa
se afle pe aceeasi coloand. Acesta este algoritmul scaderii numerelor
naturale.
Scaderea se utilizeaza in rezolvarea problemelor in urmatoarele cazuri:
- cand actiunea indicatd de problema are inteles de luare sau scoatere;
- cand se cere aflarea unui numar care sa fie cu cateva unitati mai mic
decat numarul dat;
- cand problema se refera la compararea prin diferentd a doud numere (
a doud marimi) pentru a stabili care este mai mare sau mai mic §i cu

cat.

s Inmultirea
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Teorema. Pe multimea numerelor naturale existd o unica lege de compozitie
@ NxN—N pe mulfimea numerelor naturale astfel incat adoptand notatia
multiplicativa pentru ¢ sa avem:

I1).n-0=0, VneN

I2). nm'=nm+n, vV nmeN

Unica lege de compozitie pe N care satisface I1 si 12 se numeste Tnmultirea
numerelor naturale, conditiile Il si [2 se numesc axiomele Inmultirii
numerelor naturale.

Studentii institutiilor pedagogice trebuie sa aiba in vedere modalitatea in care
aceste notiuni sunt introduse la elevii claselor mai mici. Acest lucru ne
determind sa operam cu notiuni simple pe intelesul tuturor. Vom introduce
proprietatile inmultirii, ca si In cazul adunarii, in cel mai lejer cadru posibil:

a inmulti un numar ae N, numit deinmultit, cu un alt numar be N, numit
inmultitor, inseamna a repeta pe a ca termen al adunarii de b ori.

Sescrie a+a+..+a=axb=a-b=ab
%/—/

debori
Din definitie rezultd ca inmulfirea este adunarea repetata a aceluiasi
termen.
Deinmultitul si inmultitorul se numesc factori, iar rezultatul inmultirii se
numeste produs.
Intrucat prin inmultire fiecarui cuplu, (a, b) de elemente din N i se asociaza
un alt element din N, notat ab, rezulta ca inmultirea pe N, este totdeauna
posibila. De altfel, tindnd seama de faptul cd inmultirea este o adunare
repetata si ca adunarea este totdeauna posibild pe N, se ajunge la aceeasi
concluzie. Deci inmultirea este o lege de compozitie (operatie algebrica)
definita pe N.
Tn cazul particular a= 0 sau b = 0, avem:
0.b=a.0=0.
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Daca simultana=0sib=0,avem 0-0=0

Concluzie: Daca cel putin unul din factorii unui produs este zero, produsul

este nul.
Proprietati:
o
o
o
o

-(a+b)c=ac+bc;

-c(a+tb)=ca+ch=

Asociativitatea. Inmultirea este asociativd, adica
oricare ar fi numerele a, b, c, din N, este adevarata
egalitatea: abc = (ab)c = a(bc).

Comutativitatea. Inmultirea este comutativd, adicd
pentru orice cuplu (a, b) de numere este adevarata
egalitatea: ab = ba.

Element neutru. In multimea numerelor naturale
existd un element notat 1, numit element unitate, cu
proprietatea cd pentru orice element a din N este
adevaratad egalitatea. Unitatea se numeste element
neutru pentru inmultire pentru ca orice numar inmultit
cu 1 ramane neschimbat.

Distibutivitatea. Inmultirea este distributiva fata de
adunare, adica pentru orice triplet (a, b, ¢), de numere

naturale sunt adevarate egalitatile:

ac + hc.

Se mai spune cd inmultirea numerelor naturale este distributiva fata de

adunare atat la dreapta, cat si la stanga.

Efectuarea unui produs de mai multi factori.

Pentru a efectua un produs de mai multi factori, se Inmulteste primul factor

cu al doilea, produsul obtinut se Tnmulteste cu factorul al treilea s.a.m.d.

abcde=([(ab)-c]-d)-e
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In efectuarea unui produs de mai multi factori este indicat si se aplice
proprietatile de asociativitate si comutativitate in scopul usurarii calculelor.
Inmultirea unui produs cu un numir se face inmultind cu acel numar unul din
factorii produsului: (ab)-c = (ac) = a(bc)
In mod analog, inmultirea unui numar cu un produs.
Inmultirea unei sume de mai multi termeni cu un numar se face:
- efectuand suma si apoi Inmultind cu numarul:
(a+b+c)-n=sn  cu a+b+c=s
Inmultind fiecare termen al sumei cu acel numar si insumand rezultatele:
(a+b+c)n=an+bn+cn
conform distributivitatii produsului fata de suma.
Tnmultirea unei diferente cu un numar.
Proprietatea de distributivitate a unui produs fatd de o suma se aplica si fata
de o diferenta:
(a-b)c=ac-bc.
Motivare: Dacia—b=d,adicaa=b +d, atunci: (a—b )c = dc adica ac =
(b+d) = ac=bc+dc=ac—bc=dc
Deci inmultirea unei diferente cu un numar se face:
- efectuand diferenta si apoi inmultind cu numarul;
- Inmultind fiecare termen al diferentei cu acel numar si apoi scazand
rezultatele.
Inmultirea a doua sume se face inmultind fiecare termen al primei sume cu
fiecare termen al sumei a doua si insumand produsele:
(atb+c)(d+e)=(a+tb+c)d+(a+tb+c)e=
ad +bd + cd + ae + be + ce
sau(a+tb+c)(d+e)=a(d+e)+b(d+e)+c(d+e)=
ad + ae bd + be + cd + ce;
(a—b)(c—d)=ac—bc—ad+ bd.
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Regula generald pentru efectuarea produsului a doud numere naturale se
reduce la efecuarea produsului a doud sume,deoarece orice numadr se poate

scrie sub forma de suma a unitatilor componente:

abc- xy =(100a+10b+c)(10x+y).

De aceea, atat oral, cat si in scris, unitatile de ordin diferit ale inmultitului se
inmultesc pe rand cu unitatile de ordin diferit ale inmultitorului, apoi se
adund produsele obtinute. Acesta este algoritmul inmultirii numerelor
naturale.
In rezolvarea problemelor, inmultirea se utilizeaza:

[J pentru a repeta un numar ca termen al adunérii de un anumit numar
de ori;

[] pentru a gasi un numar care sa fie de cateva ori sau de un numar de
ori mai mare decat un numar dat; prin urmare marirea de un numar de ori

este echivalentd cu Tnmultirea.

< Impartirea

Operatia de impartire nu este lege de compozitie definitd n
multimea numerelor naturale, Intrucat nu oricarei perechi, (a, b) de elemente
din NV 1i corespunde un al treilea element din N. Acest lucru devine posibil
in urmatoarele cazuri:

(a) Deimpartitul divizibil prin impartitor ceea ce se scrie : bla (b
divide pe a), sau a = Mb (a multiplu de b), Tmpartitorul fiind diferit de zero
(b#£0). In acest caz impartitorul se face fira rest, ca atare se numeste impatire
,exacta” si se defineste astfel: A imparti un numar a, numit deimpartit, la
un numar b # 0, numit impartitor, inseamnd a gasi un al treilea numar q,

numit cat, care inmultit cu impartitorul sa ne dea pe deimpartit:
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a: b =qastfel incat a = bq
S . .. a _
Impartirea se mai scrie: B saua+h.

Intrucdt a : b = q < a = bg, b # 0, impartire se defineste ca 0
operatie inversa Inmultirii, de unde rezulta posibilitatea verificarii Tmpartirii
prin inmultire.

(b) Deimpartitul mai mare decat impartitorul, fara sa fie si divizibil
prin acesta, deci a>b, a #Mb # 0. In acest caz impartirea se face cu rest, ca
atare se numeste impartire cu rest.

Teorema. (teorema impartirii cu rest in N). Oricare ar fi numerele
naturale a, b, b#0, exista doua numere naturale q §i r, unice, cu r<b, astfel

incat sa satisfaca egalitatea:

a = bg+r

Comparand cele doua cazuri, se constatd cd Impdrtirea ,,exactd”
constitue un caz particular al Impartirii cu rest $i anume cazul cand restul este
nul, adica relatia a = bg+r, pentru r = 0, devine a = bqg.

Numarul zero si operatia de impartire. Daca a = 0, b # 0, avem: 0 : b =
0 pentru ca 0 = b - 0. Deci impartirea numarului zero la un numar diferit de
zero are sens, catul fiind egal cu zero.

Dacaa=b =0, avem 0 : 0 =k, unde k este un numar natural oarecare,
pentru ca 0 = 0 - k. prin urmare, operatia 0 : 0 nu are sens, intrucat rezultatul
nu este unic, ci nedeterminat.

Daca a # 0 si b =0, impartirea a:0 nu are sens fiindca egalitateaa =0 - X nu
este satisfacuta pentru nici o valoare a lui x € N, adicd nu existd nici un

numar natural X care Tnmultit cu zero sa ne dea un numar natural a # 0.
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Unitatea si operatia de impartire. Dacia € N,a# 0, b=1,avem:a:1=a
pentru cd a = 1 - a = a, unitatea fiind element neutru pentru inmultire.
Dacib=aavem:a:a=1pentruci a=a- 1.
Dacaa=1,b+#0,b+#1avem1l-b, caz imposibil in N.
Impartirea unei sume sau diferente printr-un numar se face:
- prin efectuarea sumei sau diferentei si apoi impargirea acesteia
prin acel numar: (a+b) : ndacas =a+ b,
(@—b):n=d:ndacad=a-b;
- prin impartirea fiecarui termen al sumei sau diferentei prin acel

numar si apoi adunarea sau scaderea caturilor obtinute:
a b c
(a+b+c):n=—+—+—,n#0,
n n n

(a—b):n:E—E,nqéO
nn

. . e a b c
Motivare: Pe baza diferentei impartirii catul @+b+c):n= —+—+—se
n n n

. a b c ) R .
poate scrie: a + b + ¢ = n «(—+—+— ) si aplicand proprictatea de
n n n
distributivitatea Tmpartirii fatd de adunare avem:

a b c .
n-—+n-—+n-—=a+b+c. Analog pentru relatia a doua.
n n n

Impartirea unui numar printr-o suma sau printr-o diferenta se face impartind
acel numar la suma sau diferenta efectuata:

a:(b+c+d)=a:sdacas=b+c+d a:(b-c)=a:ddacad=
b-c.

Impartirea unui produs printr-un numar se face impartind unul din factorii

produsului prin acel numar:
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(abcd): n =2 ped :aE-cd —ab-Z.d =abc~9.
n n n n

Justificarea procedeului se face pe baza definitiei impartirii si anume:

abcd :n= % - bed pentru caabcd =n - % - bcd = abced

Analog pentru celelalte situatii.
Impartirea unui numdr printr-un produs se face prin:

- impartirea numarului la produsul efectuat:

m : (abcd) =m : p daca p = abcd;

-impartirea numadarului in mod succesiv prin fiecare factor al
produsului, adica se imparte numarul prin primul factor al produsului, catul
obtinut se imparte prin al doilea factor, apoi noul cat prin al treilea factor
s.a.m.d.

m:(abcd)= {[m:a):c}:d.

Justificarea celui de-al doilea procedeu se bazeaza pe primul, intrucat
pentru a imparti numarul m la produsul abcd inseamnd a micsora acel numar
de p ori, daca p = abcd, adica al micsora intai de a ori, apoi de b ori, apoi
de c ori si in sfarsit de d ori.

Impartirea unui produs printr-un alt produs se face prin:
- efectuarea produselor si apoi impartirea primului produs la cel de-al doilea:
abcd : efg = p; : p, daca p; =abcd si p, = efg;
- impdrtirea primului produs in mod succesiv prin fiecare din factorii
produsului al doilea, potrivind factorii deimpartitului astfel incat sa se divida
cu factorii respectivi ai Impartitorului:

abcd : efg = abce. ddacaa:e; b:f;c:g

e f g
(semnul “:” se citeste “divizibil cu”).

Impartirea unui numdr printr-un cat se face prin:
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1. impartirea numarului la catul deja efectuat:
m:(@a:b)=m:qgdacaq=a:b;
2.inmultirea numarului cu Tmpargitorul si Tmpartirea prin deimparti a
produsului obtinut:
m: (a:b) =ma: a, deoarece
b_mb_ mb : a
a

m:(a:b):m:E:m = —
b a

a A . : N
saum:(@:b)=m :E’ apoi se Tnmultesc ambii termeni cu catul

neefectuat cu b, deci mb: %b =mb:a.

Tntr-un produs de doi factori, unul din factori este egal cu catul dintre produs

si celalalt factor.
ab=p=

Motivarea se face pe baza definifiei impartirii ,,exacte”.
Intr-o impartire  ,,exactd’’, deimpdrtitul este egal cu produsul dintre
impartitor si cat: a:b=q=a=Dbq

Intr-o impartire exactd, impdtitorul este egal cu deimpartitul impartit la ct:
a
a:b=q=b=—.

Motivare; Din a:b = q rezulta a = bq conform definitiei impartirii, iar din
produsul bg = a rezulta b = a/q conform proprietatii de la punctul a).
Marirea sau micsorarea unui factor al produsului de un numar de ori are
drept consecinta marirea, respectiv micsorarea produsului de acelasi numar
deori: ab=p,

(a-n)-b=pn sia-(b-n)=pn;
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P p

a . b 9 . . . .
—-b=—= si a-—=—, pentru ca se aplicd comutativitatea si asociativitatea
n n n n

operatiei de Tnmultire.
Daca intr-un produs de doi factori ambii factori se maresc (micsoreaza) de
acelasi numar de ori, produsul se mareste (micsoreaza) de acel numar de ori
la patrat:

ab=c; (an)-(bn)=an-bn=abn? = cn?

ab ¢
n> n?’

sau. E . E
nn
Tntr-un produs de doi factori, daca unul din factori se mareste cu un numar,
rezultatul se mareste cu produsul dintre acel numar si factorul al doilea:
a-b=c
(a+n)-b=ab+bn=c+bn
sau : a-(b+n)=ab+an=c+an.
Marirea sau micsorarea deimpartitului de un numar de ori are drept

consecinta mdrirea, reSpectiv micsorarea catului de acelas numar de ori:a : b

:q’
@n):b=gnsi 2:p=9.
n n
Motivare: (a-n):b:@:in =qn,
b b
E:b=i=E:n=ﬂ.
n nb b n

Marirea sau micsorarea impartitului de un numar de ori are drept consecinta
micsorarea, YeSPectiv marirea catului de acelasi numar de ori:

a:b=q,

a:(b~n):% Si a:%=qn.
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Motivare: a:(b~n):i:§:n:
bn b

Marirea sau micsorarea ambilor termeni ai unui cat de acelas numar de ori

lasa acel cat neschimbat:

a:b=q, (@n):(b-n)=gsi —:

a
— =q.
n

S|oT

Motivare: (a-n):b=qg-n apoi: (a-n):(b-n) :%: a;

2.p=4 apoi

.a. b
n n nn

9
n
In cazul impattirii cu rest, mirirea sau micsorarea deimpartitului si a
impartitorului de acelasi numar de ori lasd catul neschimbat, insa restul se
mareste (micsoreaza) de acelasi numar de ori:
a=bhq+r,

a_bg+r b r o N
fatd de adunare. — = T _b. g+ — onform regulii privitoare la Impartirea
n n n

unei sume printr-un numar.
Observatii: Micsorarea termenilor impartirii si a restului de un numar de ori
se poate aplica numai daca si termenii si restul sunt divizibili cu acel numar.
Proprietatea mentionatd mai sus trebuie avutd in vedere la Tmpartirea a doud
numere, ambele divizibile cu un anumit numar, cu deosebire la micsorarea de
10" ori a termenilor care au la urma zerouri, stiind ca si restul se micsoreaza
de acelas numar de ori:

Exemple:
In impartirea 43587 : 63 avem 43587 = 63 - 691 + 54.

Micsorind ambii termeni si restul de 9 ori, avem:

4843 :7 ;4843 =7 -691 +6.
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Prin urmare, ar fi gresit sa spunem ca restul impartirii 43587 : 63 este 6,
intrucat adevaratul rest al acestei impartiri este 54,care micsorat de 9 ori
devine 6. Apoi:

109800 : 2300 — 109800 = 2300 - 47 + 1700;

1098: 23—  1098= 23-47+ 17.

Prin urmare reducand impartirea 109800 : 2300 la impargirea 1098 : 23 se
obtine acelasi cat 47, dar restul adevarat nu este 17 ¢i 17 - 100 = 1700.
Impartirea se utilizeaza in rezolvarea problemelor in urmitoarele cazuri:

In cazul impartirii in parti egale. In acest caz, impartitorul reprezinta
numarul partilor Tn care se grupeazd unitdtile deimpartitului, iar catul
reprezintd marimea sau valoarea unei singure parti, aceasta, fiind egala cu
marimea sau valoarea totald impartita la numarul partilor.

In cazul impdrtirii prin cuprindere. In acest caz, deimpartitul si
impartitorul reprezinta marimi de acelas fel, iar catul aratd de cate ori
impartitorul se cuprinde in deimpartit, adici numirul partilor se obtine
impartind valoarea totala la valoarea unei parti.

Pentru aflarea unie singure unitdfi fractionare dintr-un intreg sau

. 9 . a
dintr-un numar, notat cu 1/n dina=—.
n

Cand se cere sa se gaseasca un numdr care sd fie de cdteva ori mai mic
decat cel dat (micsorarea de un numar de ori este echivalenta cu impartirea).
Cand se cere sa se afle raportul de doua numere, adicad sa se afle de
cate ori un numar este mai mare decat altul, operatie cunoscutd si sub
denumirea de comparare prin cat.
La aflarea unor termeni folosind relatia de egalitate din teorema

impartirii cu rest in N.

+ Ridicarea la putere

66



Definitie. Operatia de ridicare la putere in mulfimea numerelor naturale este

un caz particular de inmulfire: un numar natural inmultit cu el insusi de un

anumit numar de ori.
Fiea € Nsin e N; vom scrie:

-daca n>la"=a-a..a;
%,._/

neri

-daca n=1a'=a;

-daca n=0,a’=1a=0.

Numarul a" se numeste putere, este unic determinat s1 este natural; a
se numeste baza puterii iar n se numeste exponentul puterii.

Cagzuri particulare: 1" =1si 0" =0.
Reguli de calcul cu puteri cu exponent natural

10 am . an — am+n -

2° a™:a"=a""(@#0sim>n);

w
=)
—~

am )n —am™ :

6°a=b <= a"=b"@>0sib>0).
Observatie:

Proprietatea (6) ne da posibilitatea sa demonstrdm relatia de egalitate
intre doua numere pozitive a si b, demonstrand relatia de egalitate intre a ” si

b ™ ceea ce ne va fi de folos la demonstrarea proprietatilor radicalilor.
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2.7. Exercitii si probleme

2.7.1. Enunturi
1. a. Fie numerele naturale de 1 la 100. Determinati cate perechi cu
aceeasi suma se pot forma cu aceste numere §i care este acea suma.
b. Calculati suma primelor 60 de numere naturale nenule.
c. Cite numere de patru cifre se termind cu doua cifre identice si cate

incep cu doua cifre identice?

2. Cate numere de forma aPC satisfac egalitatea abc-cha=297.

3. Sa se determine numerele de patru cifre distincte in baza 10, ade,
stiind ca sunt indeplinite simultan conditiile:
ab+cd =bc

b-c=d.

4. Sa se gaseasca toate numerelescrise Tn baza 10 de forma abc ¢y
a>b>c
a-b-c=4.

5. Sa se afle numerele naturale a, b, c, stiind ca
3c=a-b

5a+10b+12c=b(15+ac).

ab,cd

6. Gasiti numerele de forma care verifica egalitatea:

ab—cd =a+b+c+d
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7. Demonstrati cd numarul abab—baba se divide cu 909.

2.8. Obiectivele predarii-invatarii matematicii la ciclul primar

Subcapitolul de fata isi propune schematizarea organizarii lectiilor la
nivelul claselor I — IV, urmarind sa ofere alternative metodologice si modele
posibile de lucru, care sa asigure optimizarea invatamantului matematic in
ciclul primar. Cum predarea-invatarea matematicii este o activitate cu dubla
determinare, organizare stiintifica si realizare eficienta, termenul de metodica
nu trebuie Inteles ca o suma de metode pe care le foloseste invatatorul in
procesul de invatimant. In acest sens, in locul termenului de metodica poate
fi folosit cel de metodologie a didacticii matematicii, cu sensul de structura
stiintifica si normativa, care studiaza demersurile de cunoastere in domeniul
respectiv. Reusita asimilarii si aplicarii metodologiei predarii-invatarii
matematicii la clasele 1 — IV este conditionata de nivelul cunoasterii
matematicii scolare, a fundamentelor acesteia, precum si a psihopedagogiei
procesului instructiv-educativ.

Obiectivele educationale sunt induse de idealul educational si de
finalitdtile sistemului de invatdmant, care contureaza, intr-o etapa istorica
data, profilul de personalitate dorit la absolventii sistemului de invatamant.
Finalitatile sistemului se concretizeaza in finalitatile pe niveluri de
scolaritate (prescolari, primar, gimnazial si liceal), care descriu specificul
fiecarui nivel de scolaritate din perspectiva politicii educationale.

Finalitatile Tnvatamantului primar sunt:
o asigurarea educatiei elementare pentru toti copiii;
o formarea personalitatii copilului respectand nivelul si ritmul sdu de

dezvoltare;
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e inzestrarea copilului cu acele cunostinte, capacitati si atitudini care sa
stimuleze raportarea efectiva si creativa la mediul social si natural si
sd permitd continuarea educatiei.

Curriculum-ul national realizeaza o periodizare a scolaritatii prin gruparea
mai multor niveluri de clase, care au in comun anumite obiective. Aceste
cicluri curriculare au scopul de a evidentia obiectivul major al fiecarei
perioade scolare si de a regla procesul de invatamant din acea perioada.
Astfel, s-a format ciclul achizitiilor fundamentale, ce cuprinde copiii de 6-7
ani, aflati in gradinita si in clasele I — Il, ciclul de dezvoltare, cuprinzand
copiii de 8-12 ani, corespunzitor claselor II — VI si ciclul de observare si
orientare, ce include copiii de 13-14 ani, din clasele a Vll-a si a VIII-a. La
nivelul invatamantului primar, ciclul achizitiilor fundamentale are ca
obiective majore acomodarea la cerintele sistemului scolar si alfabetizarea
initiala.

Acest ciclu urmareste:

e asimilarea elementelor de bazd ale principalelor limbaje
conventionale (scris, citit, calcul);

o stimularea copilului in vederea perceperii, cunoasterii si adaptarii la
mediul apropiat;

o formarea motivarii pentru invatare.

Ciclul de dezvoltare are ca obiectiv major formarea capacitatilor de baza
necesare pentru continuarea studiilor. Acest ciclu urmareste:

e dezvoltarea achizitiilor lingvistice, a competentelor de folosire a
limbii romane, a limbii materne si a limbilor strdine, pentru
exprimarea corecta si eficienta in situatii variate de comunicare;

e dezvoltarea capacitatii de a comunica, folosind diferite limbaje

specializate;
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e dezvoltarea gandirii autonome si a responsabilitafii fatd de integrarea
n mediul social.

Studiul matematicii 1n ciclul primar urmareste ca tofi elevii sa-si formeze
competentele de baza vizand: numeratia, calculul aritmetic, notiuni intuitive
de geometrie si masurarea marimilor. Tn acest context, obiectivele cu cel mai
mare grad de generalitate, numite obiective cadru, sunt:
1. cunoasterea si utilizarea conceptelor specifice matematicii;
2. dezvoltarea capacitatilor de explorare/investigare si de rezolvare a
problemelor;
3. formarea si dezvoltarea capacitatii de a comunica utilizdnd limbajul
matematic;
4. dezvoltarea interesului si a motivatiei pentru studiul si aplicarea

matematicii in contexte variate.

La nivelul fiecarei clase, aceste obiective sunt detaliate si precizate prin
obiectivele de referinta. Astfel, la clasa I, primul obiectiv cadru se
materializeazd in urmatorul set de obiective de referintd, exprimate In
termeni de capacitati dorite la elevi:

1.1 sa inteleagda sistemul pozifional de formare a numerelor din zeci si
unitati;

1.2 sa scrie, sd citeasca si sa compare numerele naturale de la 0 la 100;

1.3 sa efectueze operatii de adunare si scddere in concentrul 0-30, fara

trecere peste ordin;

Cel de-al doilea obiectiv cadru se regaseste in urmatoarele obiective de
referinta:

2.1 sa stabileasca pozitii relative ale obiectelor in spatiu;

2.2 sa recunoasca forme plane si forme spatiale, sd sorteze si sa clasifice

dupa forma, obiecte date;

71



2.3. sa sesizeze asocierea dintre elementele a doud categorii de obiecte,
desene sau numere mai mici ca 20, pe baza unor criterii date, sa continue
modelele repetitive reprezentate prin obiecte, desene sau numere mai mici
decat 10;

2.4. sa se continue modelele repetitive reprezentate prin obiecte, desene sau
numere mai mici decét 10;

2.5. sa exploreze modalititi de a descompune numere mai mici ca 30, in
suma sau diferenta folosind obiecte, desene sau numere;

2.6. sa rezolve probleme care presupun o singurd operatie dintre cele
invatate;

2.7. sa compuna oral exercitii §i probleme cu numere de la 0 la 30.

2.8. sd masoare dimensiunile, capacitatea sau masa unor obiecte folosind
unitati de masura nestandard aflate la indemana elevilor;

2.9. sa recunoasca orele fixe pe ceas;

2.10. sa estimeze numadrul de obiecte dintr-o multime §i sa verifice prin

numarare estimarea facuta;

Al treilea obiectiv cadru se reflecta in obiectivul de referinta:
3.1. sa verbalizeze in mod constant modalitdtile de calcul folosite in

rezolvarea unor probleme practice si de calcul,

Cel de-al patrulea obiectiv cadru se regaseste in obiectivele de referinta:
4.1. sa manifeste o atitudine pozitivd si disponibilitate in a utilizarea
numerelor;

4.2. sa constientizeze utilitatea matematicii in viata cotidiana.

Toate aceste obiective sunt valabile pentru curriculum-ul nucleu, trunchiul

comun ce corespunde numarului minim de ore din planul de invatamant.
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2.8 1. Rolul si continuturile matematicii scolare

Scopul esential pe care il urmareste invatamantul matematic nu se reduce la
latura informativa, ci prin predarea acestei discipline se realizeaza mai ales
dezvoltarea rationamentului si a spiritului de receptivitate, a deprinderilor de
gandire logica, de definire clara si precisd a notiunilor de adaptare creatoare
la cerintele actuale.

Gandirea matematica se manifestd printr-o mare varietate de activitati
intelectuale legate de memorie si imaginatie si anume: judecare, rationare,
intelegere, explicare, inventie, deductie, inductie, analogie, abstractizare,
generalizare, comparatie, concretizare, clasificare, diviziune, rezolvare de
situatii-problema, etc.

Prin modernizare nu trebuie sa se Inteleagd renuntarea la trecut, asa cum
aratd academicianul Gheorghe Mihoc, ci Tmbinarea a ceea ce s-a dovedit
valoros de-a lungul trecutului cu ceea ce se impune in conditiile vietii
contemporane.

Printr-o munca de milenii, pornind de la adevarul simplu, a fost construitd
matematica moderna. Ea a cunoscut o evolutie mai rapida decat celelalte
stiinte, datoritd specificului ei. Este stiinta probei formale si a demonstratiei
logice care intruchipeaza intr-un grad inalt idealul de rigoare si de constructie
logica.

In majoritatea tarilor s-au intreprins si se intreprind experimente care tind si
dezvolte copilului incd de la inceput caracteristicile generale ale matematicii
moderne. Rationamentul matematic si gandirea riguros stiintificd creeaza
elevului posibilitatea de intelegere a celorlalte discipline cét si de patrundere
a problemelor privitoare la naturd, viatd, societate. De asemenea, se
contribuie la formarea si dezvoltarea capacitatii de a muncii organizat si

ritmic, a perspicacitatii, a spiritului de investigatie.
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Invatamantul matematic are ca rezultat formarea unor deprinderi si capacitati
necesare in activitatea matematica si care devin utile in activitatea practica a
omului.

In primele patru clase ale scolii generale, in cadrul cirora elevii dobandesc
cunostinte elementare de calcul numeric precum si cateva notiuni simple de
geometrie, accentul principal se pune pe formarea constientd a deprinderilor
de calcul oral si scris corect si rapid cu utilizarea procedeelor rationale de
calcul.

Formarea deprinderilor de calcul este o sarcind fundamentalda a
invatamantului matematic. Ele reprezinta ,,instrumente” operationale utile pe
intregul parcurs al invatamantului, stind la baza intregului sistem al
deprinderilor matematice. Deprinderile de calcul (mintal si scris) constituie
deprinderi de baza pentru rezolvarea problemelor.

Calculul mintal are o importantd contributie la dezvoltarea gandirii,
obiectivul final al invatarii calculului este dezvoltarea gandirii logice a
elevilor. Supusd la un antrenament continuu prin efectuarea unor calcule
exacte si rapide, judicios gradate, gandirea elevului se dezvoltd si se
disciplineaza. Dar elevul este pus in situatia de a alege procedeul de calcul
cel mai potrivit cazului dat pentru a afla mai repede si mai usor rezultatul, de
a aplica in unele cazuri particulare principiul de rezolvare. Tn felul acesta se
dezvolta puterea de intelegere, spiritul de initiativa, perspicacitatea.

La clasele I-IV, datorita lipsei de experienta a copiilor si plasticitatii
sistemului lor nervos, putem vorbi de formarea deprinderilor elementare de
calcul, care stau la baza intregului sistem al deprinderilor matematice, de
fnarmare cu ,instrumente” operationale utile pe intregul parcurs al

invatamantului matematic si utile mai ales in viata.

74



Studiul matematicii in maniera moderna inca de la clasa I urmareste sa ofere
elevilor, la nivelul lor de intelegere, posibilitatea explicarii stiingifice a
conceptului de numar natural si a operatiilor cu numere naturale.

Sistemul cunostintelor matematice formeaza in mintea elevilor o constructie
dupa modelul riguros logic al stiintei matematice. Acest model este
caracterizat prin continuitate i legdtura logica, prin utilizarea
rationamentului deductiv si inductiv In formarea conceptelor matematice.

In vederea dezvoltirii gandirii logice a elevilor din ciclul primar se va
desfasura un Invatamant modern formativ, ceea ce presupune: intelegerea
notiunilor de matematica de catre elevi pe cat posibil prin efort personal,
cautand sa-i deprindem pe elevi sd gandeascd matematic; sd antrenam
gandirea elevilor prin rezolvarea in mod permanent de probleme; dezvoltarea
spiritului de independentd si a increderii in fortele proprii prin stimularea
initiativei de a Incerca rezolvari cat mai variate si cat mai ingenioase prin e
incerca rezolvari cat mai variate si cat mai ingenioase prin extinderea muncii
independente.

Pentru a putea realiza aceste sarcini, Invatatorul trebuie sd aiba mereu in
vedere urmatoarele: predarea sd fie in asa fel realizata, incat notiunile
insusite sd constituie suport pentru viitoarele cunostinte; utilizarea metodelor
st tehnicilor de lucru care sa imprime actului invatarii un caracter activ, care
sa facd din elev un participant constient la dobandirea cunostintelor,
priceperilor si deprinderilor; abordarea creativa a materiei de catre Invatator;
sa contribuie la insusirea matematicii de catre elevi mai usor pentru ca sa le
permitd sa-si organizeze experientele in formele economice §i sistematice;
legdtura matematicii cu viata, sa-i provocam in permanentd sid gandeasca
matematic punandu-i in situatia de a matematiza aspecte reale din viata.

Un rol important in dezvoltarea gandirii logice a elevilor il are maiestria

didactica a invatatorului. Realizarea prin metode de lucru cu elevii a unei
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permanente gimnastici a mintii, introducerea in lectiile de consolidare,
recapitulare, sistematizare a unor elemente noi care sa supund gandirea
elevilor la un efort nou, rezolvarea exercitiilor si problemelor prin munca
independenta, sd gandeascd matematic. Se impune asadar dimensionarea
matematicii la parametrii capacitatilor intelectuale ale copilului, stiind ca
acum se naste dragostea, repulsia sau indiferenta pentru studiul acestui
obiect. Daca el simte cd patrunde In miezul notiunilor matematice, daca
gandirea lui este stimulatd in mod sistematic sa se faca un efort gradat si
simte cd in urma fiecdrui ,,antrenament” se adauga ceva in fiinta lui, daca el
traieste bucuria fiecarui succes, mare sau mic, toate aceste trairi cultiva
interesul si dragostea pentru studiul acestei discipline.

Specificul formarii notiunilor matematice in ciclul primar

Invatamantul prescolar, prima verigi a sistemului nostru de
invagamant, are menirea de a asigura pregatirea copiilor pentru activitatea
scolara. Avand rol cu preponderenta formativ, invatamantul prescolar
dezvolta gandirea, inteligenta, spiritul de observatie al copiilor, exersand
operatiile de analiza, sinteza, comparative, abstractizare, generalizare in
cadrul jocurilor logico matematice.

In gradinita copilul invata si formeze colectii-multimi de obiecte; descoperi
proprietatile lor caracteristice, stabileste relatii intre ele, efectueaza operatii
cu ele. Tn cadrul jocurilor logico-matematice, copii sunt familiarizati cu unele
notiuni elementare despre multimi si relatii. Facand exercitii de gandire
logica pe multimi concrete, ei dobandesc gandirea necesara pentru
intelegerea numarului natural si a operatiilor cu numere natural pe baza
multimilor. In principiu acestea constau in exercitii de clasificare comparare
si ordonare a multimilor de obiecte.

Prin activitatea cu continutul matematic (grupare ordonare, comparare,

punere in corepondentd), copii sunt antrenati in actiuni operatorii cu diferite
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material (obiecte imagini schematice ale acestora si simboluri, cerc linie,
punct etc.). Acestea constituie o baza reald prin care se realizeaza dezvoltarea
intelectuald a copiilor de natura sa optimizeze integrarea in clasa intdi, sa
asigure pregatirea lor pentru invatarea matematicii moderne.

Fiecare disciplina care se studiaza Tn scoala are menirea de a “constitui” si
“reconstitui” logic si progresiv in structurile mentale ale elevului un sistem
de cunostinte care sa se apropie de logica stiintei respevctive.

Matematica este stiinta conceptelor cele mai abstracte, de o extrema
generalitate. Logica didactica a invatamantului matematic are drept temei
logica internd a stiintei matematice, dar se construieste tinand seama de
particularitatile psihice ale celor care invata matematica.

Specificul gandirii copilului de varsta scolara mica (mai ales in primele
calse) se manifesta printr-o prioritate esentiala, anume aceea de a fi concret
intuitive. Asa cum arata J Piaget, ne gasim in stadiul operatiilor concrete.
Copilul gandeste mai mult operand cu multimile concrete, Tn ciuda faptului
ca principiile logice de o detasare progresiva de baza concreta, iar operatiile
cer interiorizarea in plan mental. Prioritate nu va avea atat studiul strict
delimitat in care se gasesc elevii din punct de vedere al varstei, cat mai ales
zona proximei dezvoltari a capacitatilor intelectuale ale acestora.

Esential este, afirma psihologii si pedagogii, ca legitatile constructiei
psioho-genetice sa fie cunoscute, iar formarea noilor operatii mintale sa
porneasca de la modele concrete. Latura perceptiva este o realitate pentru
construirea conceptelor si pentru formarea operativitatii matematice, asa cum
nevoia de exteriorizare sub forma unor actiuni materiale sau materializate fie
cu obiecte, fie cu substitute ale acestora (modele, scheme grafice, bile,

jetoane etc.) reprezintd baza reala a materializarii actului mintal.

Curriculum-ul nucleu prevede urmatoarele continuturi ale invatarii la clasa I:
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elemente pregatitoare pentru intelegerea conceptului de numar
natural,

numere naturale de la 0 la 100: citire, scriere, comparare, adunare;
adunarea si scaderea numerelor naturale in concentrul 0-30, fara
trecere peste ordin;

figuri geometrice: triunghi, dreptunghi, patrat, cerc;

masurari cu unitdti nestandard pentru lungime, capacitate, masa;
masurarea timpului (unitdti de masura: ora, ziua, saptdmana, luna;

recunoasterea orelor fixe pe ceas)

La clasa a ll-a sunt prevazute urmatoarele noi continuturi ale invatarii:

numere naturale pana la 1000 (formare, scriere, citire, comparare,
ordonare);

adunarea si scdderea numerelor naturale in concentrul 0-100, fara si
cu trecere peste ordin; inmultirea numerelor naturale in concentrul 0-
50, impartirea dedusa din tabla inmultirii (se transfera in clasa a IlI-a
incepand cu anul scolar 2004-2005);

elemente intuitive de geometrie: punct, segment, linie dreaptd, linie
frantd, linie curbd; interiorul si exteriorul unei figuri geometrice;
exercitii de observare a obiectelor cu forma de paralelipiped
dreptunghic;

masurarea marimilor si unitatilor de masurd pentru lungime (metrul),
capacitate (litrul), masa (kilogramul), timp (minutul); monede;
utilizarea instrumentelor de masurd adecvate: metrul, rigla gradata,

cantarul, balanta;

Clasa a lll-a are urmatoarele noi continuturi ale invatarii:

numere naturale pana la 1000000;
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adunarea si scaderea numerelor naturale in concentrul 0-1000;
inmultirea numerelor naturale in concentrul 0-100; Tmpartirea
(inclusiv cea cu rest) in acelasi concentru; ordinea efectuarii
operatiilor si folosirea parantezelor rotunde;

elemente intuitive de geometrie: poligon; exercitii de observare a
obiectelor cu forme de cilindru sau de con;

masurarea marimilor §i a unitatilor de masurd pentru lungime
(multiplii si  submultiplii metrului), capacitate (multiplii si
submultiplii litrului), masa (multiplii si submultiplii kilogramului),

timp (anul), monede si bacnote.

Tn clasa a IV-a sunt urmatoarele noi continuturi ale invatarii:

numere naturale: clase (unitati, mii, milioane, miliarde);
caracteristicile sistemului de numeratie folosit (zecimal si pozitional);
scrierea cu cifre romane;

adunarea si scaderea numerelor naturale fara si cu trecere peste ordin;
inmultirea cand un factor are cel mult doua cifre sau este 10, 100,
1000; Tmpartirea la un numar de o cifrd (diferentd de 0) sau la 10,
100, 1000 ( a numerelor a caror scriere se termind cu cel putin unul,
doua sau trei zerouri); ordinea efectudrii operatiilor si folosirea
parantezelor;

fractii: notiunea de fractie; fractii egale, reprezentdri prin desene;
fractii echiunitare, subunitare, supraunitare; compararea fractiilor;
adunarea si scaderea fractiilor cu acelasi numitor; aflarea unei fractii
dintr-un ntreg;

elemente intuitive de geometrie: unghi, drepte paralele; rombul,

perimetrul (dreptunghiului si patratului); aria;
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masurarea marimilor si unitati de masurd, cu transformari ale
multiplilor si submultiplilor unitatilor principale pentru lungime,
capacitate, masd; unitdti de masurd pentru timp (deceniul, secolul,

mileniul); monede si bancnote.
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